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Przedmiotem pracy niniejszej są funkcye, które powstaja przez 
całkowanie rozwiązań równań różniczkowych zwyczajnych liniowych 
jednorodnych rzędu 2-go. Według treści dzieli się ta praca na dwie 
części. 

W pierwszej części (Roz. I, II) zajmuję się istotnie funkcyami, otrzyma- 
nemi przez proste całkowanie rozwiazań; chodziło mi tu mianowicie o prze- 
bieg tych funkcyi przy dowolnej zmianie zmiennej niezależnej. Do tego 
celu, jak wogóle do każdego badania, nadaja się szczególniej funkcye 
jednowartościowe zmiennej. Tym powodowany, wprowadziłem do rozwa- 


żania jako zmienną niezależna =l, iloraz rozwiązań równania i za- 


2 
jałem się określeniem takich równań różniczkowych, aby owe funkcye 
całkowe były rzeczywiście funkcyami jednowartościowemi zmiennej 4. 
Dlatego należało naprzód w rozdziale I rozważyć bliżej same rów- 
nania, funkcyę 4(2) i odwrotna jej funkcyę automorficzna z (n), 
która przedewszystkiem przy powyższych założeniach powinna być funk- 
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cya jednowartościowa. Nie chcac przerywać rozumowania nieustannem od- 
woływaniem się do bardzo licznych prac, odnoszacych się do tego przed- 
miotu, zresztą wielce porozrzucanych, podaję w rozdziale I (uwzględniając 
literaturę ) najgłówniejsze własności tak równań różniczkowych jak 
i funkeyi automorficznych. Oparłem się zaś przytem na pracach Fuchsa, 
Poincarego, Kleina, szczególnie zaś na wykładach tego ostatniego: 
„O równaniach różniczkowych*, które miał w Getyndze w latach 
1890i 1891. Podnoszę to tutaj wyrażnie , tem bardziej, że dla krót- 
kości w tekście odpowiednich cytat nie robię. 

Załatwiwszy się z bliższem określeniem równań , zajmuję się w roz- 
dziale II badaniem grupy owych funkcyi całkowych. Przy wspomnia- 
nych założeniach grupa ta okazała się izomorficzna względem grupy 
równań różniczkowych i grupy funkeyi q. Stąd zaś wyniknęły pewne 
związki liniowe jednorodne między stałemi grupy; dokładne jednak 
określenie tych stałych przeprowadzam tylko na szczególnym przykła- 
dzie. Dla tego przykładu wyprowadzam wzory, służące do stopniowe- 
go obliczenia stałych i przy końcu podaję owe stałe w postaci wyraż- 
nej funkcyi spotykanych w teoryi liczb. 

Nadmienię tu jeszcze, że przy podstawieniach grupy funkcyi 
całkowych nie zmieniaja się odwrotne tym ostatnim funkcye, których 
określaniem zajmował się Fuchs w latach 1880, 1881 i nastepnych (Gót- 
tinger Nachrichten 1880; Crelle's Journal 89; str. 151 i nast, i t. d.). 
Dla zbadania więc dokładnego także tych funkcyi — o ile one istnieją — 
wydaje się pożadana znajomość bliższa owych grup. 

Część druga tej pracy, która stanowi rozdział III, jest poświęcona 
funkcyom, które przy pomocy rozwiazań pewnych równań różniezko- 
wych podobnie są zbudowane i podobne własności posiadaja jak całki 
Abelowe trzeciego gatunku. Funkcyami temi zajmowali się poprzednio 
Abel, Jacobi, Fuchs i Frobenius. Tutaj zadaniem mojem było ujać 
te funkcye w inną dogodną formę całek podwójnych — taka, jaka nadał 
Klein (wychodzac z badań Weierstrassa) całkom hypereliptycznym trze- 
ciego gatunku. W ustępie pierwszym rozdziału III podaję obszerniej 
historyę tego przedmiotu, i omawiam otrzymane przeze mnie wyniki. 

Zaznaczyć jeszcze muszę, że na istnienie owych funkceyi i na 
przypuszczalną możliwość ich przekształcenia zwrócił moję uwagę pro- 
fesor Klein w Getyndze, z którego cennych rad miałem niejednokrotnie 
sposobność korzystać. 


Rozprawy mat.-przyr. T. XXV. 34 
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ROZDZIAŁ I. 
Równania różniczkowe i fankcye automorficzne. 


Za podstawę rozważań służyć będa równania różniczkowe je- 
dnorodńe, rzędu 2-go, należace do klasy równań okreśłonych przez 
Fuchsa w tomie 66-ym dziennika Crelle'a 1). Dla systematyczności i aby 
uniknąć powtarżania się, przedstawię krótko główne — zreszta znane — 
własności tych równań. 

Ożnaczajać przez p i g spółczynniki równania, przez y% zaś ktą 
pochodna funkcyi y względem zmiennej niezależnej ż, napiszemy to 
równanie w kształcie: 


(1) vy +py + gy = 0. 

O spółczynnikach p i q zakładamy, iż sa funkcyami algebraicz- 
nemi wymiernemi. Na szczególniejszą uwagę zasługuja punkty z = e; 
(i==1,2,.:., n) płaszczyzny zmiennej 2, w których owe spółczynniki 
otrzymują wartości nieskończenie wielkie. W istocie, jak zaraz zoba- 
czymy, zachowuja się w tych punktach całki równania (1) wyjatkowo, 
w skutek czego owe punkty nazywaja się punktami osobliwymi ró- 
wnania. W przeciwstawieniu do tego, każdy inny punkt nazywa się 
punktem zwyczajnym. 

Owoż okazało się °), że w okolicy każdego punktu zwyczajnego 
istnieją dwie całki równania (1) od siebie liniowo niezależne, tworzace 
t. z. układ zasadniczy i pozwalające się przedstawić za pomocą 
szeregów : 

(2) Y = © ta, (2 —2,) + dą (2—4,) + 
Ya = b, T b, (2—2,) + b WRR Pi 
pod warunkiem , że 
mb — a, b, 20. 


Całka ogólna równania wyraża się przez: 
Y=QGY tóW 


1) Fuchs: Zur Theorie der linearen Differeutialgleichungen mit veriinderlichen 
Coefficienten, str. 121 i następ.; Zob. także Zajączkowski: Pamiętnik Wydziału mat.- 
przyrodn. Akad. Umiej., tom XIII. 

3) Własność ta znana była już Cauchy'emu. 
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gdzie e, , c, są stałemi dowolnemi. Zakładając, że całki równania (1) 
nie powinny posiadać tak zwanych przez Weierstrassa punktów isto- 
tnie osobliwych, znalazł Fuchs, że w okolicy punktów osobliwych e,, 
zawsze istnieje układ całek zasadnięzych, które można przedstawić przez 
szeregi : 


(3) 


HT (2—e,)'i | a, + a, (z—e,) + a (z— e) + s. l, a Z 0 
> 0. 


y, = (ze): [b, +b, (2—e) +b, (2—e)'+... |, b, 


Liczby k,, k; nazywaja się wykładnikami należącymi do 
punktu osobliwego e,. W razie, gdy różnica wykładników 4, = k; — k; 
jest liczbą całkowita lub zerem, całki owe dają się przedstawić zapo- 
moca szeregów : 


y = (e—e)*: [ a, ta, (2-6) + a, (e-e) +... |] 


l (4) 
Y= (e—e)": [b +b, (2—e) + b, (2—e)* +... |-+cy, log (2— e,). 


W celu zbadania własności całek w okolicy punktu z=oo podstawia- 


: ŻĘ 7 
my, jak wiadomo, z = 1 rozwijamy funkcye y, ,y, w okoliey punktu 
x =0. Stąd wprost wynika, że, jeżeli punkt z = œ jest punktem zwy- 
czajnym, to: 


a a 


n=at e +A.. 
í A „gdzie q, b, — a, b, Z 0; (2) 
DE 


jeżeli zaś punkt z = » jest punktem osobliwym, to: 
1-6) [arte] 

M a 
1 >G) Beż t+.] 


2 z z 


Korzystajac z powyższych własności, możemy równaniu różniez- 
kowemu (1) nadać kształt o wiele dogodniejszy. 

Założyliśmy, że p, q sa funkcyami wymiernemi i przypuściliśmy, 
że całki równania nie posiadaja punktów istotnie osobliwych. 

Z tego ostatniego warunku wynika, że: 


lim[(2—e,)p].-., , lim [(2—e)*q].-. 
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posiadaja wartości skończone. Stąd zaś okazuje się, że p i q maja 
kształt : 


RZE” po) A g 5X ren +G. te) ) 
= 


gdzie c, ©, są liczbami stałemi, a G, _„(z) jest funkcya całkowita 
zmiennej z stopnia (n—2)-go: 
G,_,(2)=42'”+Bz**+...-+-N. 
Aby wyznaczyć stałe c, c, podstawmy w równaniu (1) 
y=(2—e,)* [a, +a, (2—e,)+ .. .] 
i uwzględnijmy wyrażenia (5). Spółezynnik najniższej potęgi tak otrzy- 
manego wyrażenia, przyrównany do zera, przedstawi nam tak zwane 
równanie charakterystyczne: 
C: 


(06,7 e,) ... (e—e;_,) (6;—£,. iya (e:—e,) Ę 


k; (k; —1)+k: c+ 1 
którego pierwiastkami są właśnie wykładniki k'„ k'; należące do punktu 
osobliwego e, Stad wynika, że: 

,=1—k,— k', 


c,z=k,k; (e, —e,)...(e,—e,). 


Podstawiając zaś w (1) ah i postępując podobnie jak poprzednio, 
otrzymamy dla punktu w nieskończoności (2=0o) równanie charaktery- 
styczne: 


tEn 


[= n+) (Wik) k+A=0. 


= 


Jeżeli więc k', k” oznaczaja, jak poprzednio, wykładniki należące do 
tego punktu, to: 


i=n 


KEk Y (Web )=n=1 
k.k'=x4; 


równanie więc (1) przejdzie na: 
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ona N iki k 
6) yty) + 


ina? r 
bg — DÓW p BeN] =o, 
H (2—e,) H TĄ 
gdzie 


i=n 
K+*'+) Wh )=n—1. 
1-1 
Jeżeli punkt w nieskończoności (z=o) jest punktem zwyczajnym 
to k'=1, k'=0. Nadto zauważymy, że warunkiem, aby nie wystę- 
powały logarytmy w rozwinięciach całek w okolicy tego punktu '), 


jest jeszcze B=0. W tym więc przypadku równanie (6) przybiera 
kształt: 


7 kk! 
(M. TUX R 
2 2—% 
y Ilar e (e,—e, ) ... (e,—e,) 


izn 2z—e, 


448744 ]=0 


z warunkiem, że 


izn 


Y Witk")=n—2. (8) 


Podstawiając w równaniu (6) (n—1) zamiast n, otrzymamy rów- 
nanie różniące się od równania (7) tylko tem, że jeden z punktów oso- 
bliwych, n. p. e, znajduje się w nieskończoności; otrzymane więc rów- 
nanie jest tylko szczególnym przypadkiem równania (4). Brak zaś wszel- 
kiej istotnej różnicy między temi równaniami objaśnia twierdzenie: 

lewa strona równania (7) posiada względem podsta- 
wienia liniowego: 

ges ab , ad—bcz0 
cechę niezmienna. 

Jakoż, geometrycznie przedstawia to podstawienie odtworzenie pła- 

szczyzny, lub lepiej kuli zmiennej z na siebie sama. Wskutek tego 


1) Fuchs, Crelle's Journ. Bd. 68, str. 374—378; Frobenius, Crelle's Journ. Bd. 
76, str. 224—226, 
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zmienia tylko punkty osobliwe swoje położenie, wszystkie zaś inne stałe 
równania (7) pozostana bez zmiany. 

Z własności tej wynika bezpośrednio, że, bez naruszenia ogólno- 
ści, możemy zawsze trzem punktom osobliwym nadać położenie dowol- 
ne, i naprzykład możemy jeden z nich przenieść do nieskończo- 
ności. Zważajac na tę własność widzimy również, że za stałe wyznacza- 
jace równanie (7) nie należy uważać oddzielnych v wielkości e, lecz 
tylko (n—3) z nich, albo raczej (n—3) ich stosunków podwójnego po- 
działu. Tak więc stałemi równania (7) sa: 

a) (n—3) stosunków podwójnego podziału punktów osobliwych e, 

b) 2n wykładników kk, 

c) (n—3) stałych dowolnych A, B',..., N, które według Kleina 
nazwiemy parametrami akcesorycznymi równania. 

Razem 4n—6 stałych. 


Tyle co do kształtu równania różniczkowego. Jeszcze kilka słów 
powiemy o zachowaniu się całek tegoż równania. Na płaszczyźnie zmien- 
nej z poprowadźmy z dowolnego (ale zwyczajnego) punktu 2, linie wza- 
jem się nieprzecinajace: Z, do punktów e. Linie te nazywać będziemy 
przecięciami. W punkcie z, istnieja, jak widzieliśmy, zawsze dwie 
całki od siebie liniowo niezależne, tworzące układ zasadniczy i pozwa- 


lające się przedstawić w okolicy tegoż punktu zapomocą szeregów (5).-7 


Szeregi te nazywamy według Weierstrassa elementami poczatko- 
wymi funkcyi y,, y,. Jeżeli zmiennej z pozwolimy poruszać się do- 
wolnie w swej płaszczyźnie, jednak tak, aby nie przekraczała linii Z, 
to z elementów początkowych otrzymamy dalsze elementy funkcyi y,, y,. 
Zbiór wszystkich elementów w ten sposób otrzymanych tworzy gałęzie 
funkcyi y,,y,, które nazywamy gałęziami poczatkowemi. Każda 
inna gałaż, (a jest ich wogóle mówiac nieskończenie wiele), otrzymamy 
z gałęzi poczatkowych, pozwalajac zmiennej z przekraczać poprowadzone | 
linie Z, i wykonywać obiegi około punktów osobliwych; punkty więc 
te sa zarazem punktami rozgałęzienia naszych funkcyi. Jeżeli ga- 
łęzie otrzymane z gałęzi poczatkowych y,, y, wskutek obiegu około 
punktu osobliwego e, nazwiemy y,, y,, to według Fuchsa istnieja 
związki: 


Yi =u Y HRY 
9 , N 
( ) 40 Y'a = Yi Yi PAY > 


których wyznacznik 
A; = 4%; 0—B, Yi Z O, 


www.rcin.org.pl 


O JAŁKACH ROZWIĄZAŃ. 271 


Powiemy więc: przy obiegu zmiennej z około punktu 
osobliwego e, ulegaja gałęzie y,, y, podstawieniom linio- 
wym, których wyznacznik jest różny od zera. 

Takich różnych podstawień jest oczywiście m, to jest tyle, ile jest 
punktów osobliwych. Lecz z uwagi, że po obiegu około wszystkich 
punktów osobliwych powrócimy znowu do punktu wyjścia z wartościa- 
mi początkowemi y,, y, wynika, że podstawienia te sa z soba zwiazane 
zapomocą rów ności 


AM. KEĘ (10) 


której lewa strona przedstawia symbolicznie szereg po sobie wykony- 
wanych podstawień 4,. 

Oczywiście, że wszystkie gałęzie funkcyi y,, y,, do których mo 
żemy wogóle dojść przez obiegi zmiennej z około punktów osobliwych 
otrzymamy, wykonywając po sobie w dowolnym porzadku podstawi 
nia Á. Wskutek tego te podstawienia nazywaja się podstawieniami rọ- 
dzacemi. Zbiór zaś wszystkich w ten sposób otrzymywanych podst4- 
wień tworzy grupę równania różniczkowego, która stale ozną- 
czać będziemy literą T. 


$. 2. 
Własności równań w poprzednim ustępie przytoczone posłuża jako 


przygotowanie do omówienia własności funkcyi 5 t =y(2) i funkcyi 
2 


automorficznej ż (q). Poruszymy tym sposobem zakres nowszej teoryi 
funkcyi stanowiący przedmiot licznych i rozległych badań, które dzięki 
pracom Poincarógo i Kleina zajęły od razu w nauce poważne stanowisko 
i znalazły liczne zastosowania. 

Z badań tych uwzględnimy tutaj tylko część ich nieznaczna. Cho- 
dzić nam mianowicie będzie tylko o te główne własności powyższych 
funkcyi, które nam w dalszym ciagu okaża się potrze bnemi. 

Zamiast rozważać funkcye y,, y, z osobna, weźmy pod rozwagę 
ich iloraz : 


zh 
* Ya 

Z zachowania się całek y,, y, na płaszczyźnie zmiennej z wnosi- 
my wprost o zachowaniu się funkcyi 4 na tejże płaszczyźnie. A miano- 
wicie: q jest w ogóle mówiąc wielo- albo dokładniej nieskończenie wie- 
lowartościowa funkcya zmiennej 2. 
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Najogólniejszem jej wyrażeniem jest: 


a nb 
cy+d ’ 


gdzie a, b, c, d sa liczbami stałemi dowolnemi, takiemi, że 


ad—bcz0. 


\ Podobnie jednak jak poprzednio, zwrócimy uwagę tylko na te gałęzie 
funkcyi y, które można otrzymać z jednej raz obranej gałęzi przez 
obiegi zmiennej z około punktów osobliwych. Jako taką gałaź poczat- 
kowa przyjmiemy iloraz gałęzi poczatkowych y,, y,. Wówczas wszyst- 
kie gałęzie powyżej określone funkcyi 7, sa zwiazane z poczatkowa za- 
pomocą podstawień liniowych 


(11) A) gS «8-PYz0, 


tworzących grupę podstawień. Grupę tę oznaczać będziemy przez li- 
terę F. Jej podstawieniami rodzacemi są podstawienia 


PE E AE a „z_gy> 
(12) A') U TAFA, a; BYO, 
związane ze sobą zapomocą równości: 
(13) A A, :.., Mel, 


Zauważymy tu jeszcze, że każde z tych podstawień rodzacych zawiera 
trzy stałe EE E A WA tak, iż w grupie I” zachodziłoby 3n stałych. 
Z uwagi jednak na ostatnią równość i na to, że charakter grupy się 
nie zmieni, jeżeli zamiast 4 wprowadzimy Ed wynika, iż ilość tych 
stałych grupy redukuje się do 3n — 6. 

Geometrycznie przedstawiaja, jak wiadomo, podstawienia liniowe 
(11), odtworzenie płaszczyzny % na siebie samą. Przy tem odtworzeniu 
przechodza koła na płaszczyźnie znowu w koła i katy pozostaja zacho- 
wane tak co do wielkości, jak co do kierunku, w którym je liczyć raz 
postanowiliśmy. Podstawienia więc te wyrażaja analitycznie powino- 
wactwo kołowe (Móbiusa), a mianowicie w przeciwstawieniu do 
podstawień, przy których kierunki liczenia katów ulegają zmianie, no- 
szą nazwę podstawień rodzaju pierwszego. Według Kleina, 
dzielimy te podstawienia na podstawienia eliptyczne, hyperboliczne, lo- 
xodromiczne i paraboliczne. Podstawienia należace do trzech pierwszych 
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poddziałów posiadaja dwa punkty stałe m, i n, przy których pomocy 
można owe podstawienia przedstawić w formie kanonicznej : 


n —n, Nm 


kwa NJ OB a (14) 


Owóż podstawieniami eliptycznemi nazywamy te, dla których mod p= 7 
a więc p=e?, podstawieniami hyperbolicznemi takie, dla których p jest 
liczbą rzeczywista, dla podstawień zaś loxodromicznych e jest liczbą ze- 
spoloną (mod += 1). 

Nakoniec podstawienia paraboliczne stanowia przejście między pod- 
stawieniami eliptycznemi i hyperbolicznemi, posiadają tylko jeden punkt 
stały i można je przedstawić w postaci 


1 1 
qm” qm" N, (15) 
gdzie N jest liczba stałą. 

Z, rozwinięć funkcyi y, i y, na szeregi ($. 1) wynikają bez żadnych 
trudnosci następujace przedstawienia funkcyi q w okolicy oddzielnych 
punktów. 

Jeżeli przez 7, nazwiemy wartość funkcyi 7 w punkcie zwyczaj- 
nym 2=2,, to 

1— 1 =(2 2) (0, a, (2—2,)--a, (2—2,)'+-...), (16) 
gdzie a,20'). 

Zachowujac znaczenie powyższe liczb m, n, mieć będziemy w oko- 

licy punktu osobliwego e,: 


(2-6) (6, -Lb, (2—2,)-L...), (17) 
kaka, 
gdzie b, Z0, a = k'i — k". 

Nakoniec jeżeli przez q,, oznaczymy wartość y w punkcie z=o, 
to w przypadku, gdy ten punkt jest punktem zwyczajnym, co nadal 
przyjmujemy, jest: 


1 ©, 46 
Me =H atiti), (18) 


gdzie c, 20. 


1) Oczywiście spółczynniki a, b... są inne niż spółczynniki w równ. (2). 
Rozprawy mat. przyr. T. XXV. 35 
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[Gdyby z= był punktem osobliwym, to 


(19) URU =( L) (a, > ta E y 


gdzie d, 20, a A =k—k'|]. 

Z rozwinięć tych bezpośrednio wynika, iż punkty osobliwe e, ró- 
wnania różniczkowego sa (wogóle mówiac) punktami rozgałęzienia tak- 
że funkcyi 7. 

Przy pomocy powyższych własności funkcyi 4 nie trudno jest zbu- 
dować równanie różniczkowe, któremu ona czyni zadość. Ponieważ naj- 


ogólniejsze wyrażenie tej funkcyi 


anq-+-b 
+d 


zawiera trzy stałe dowolne a:b:c:d, żądane więc równanie różniezko- 
we będzie rzędu trzeciego. Cecha tego równania będzie oczywiście to, 
iż przy powyższem podstawieniu pozostaje niezmiennem. Szukając ta- 
kiego niezmiennego wyrażenia 


Fl, 9,4 ,9') 


znalazł Schwarz '), iż 


Wyrażenie to nazwał Cayley schwarzyanem, oznaczać je będziemy 
zapomocą symbolu, wprowadzonego przez Kleina: [7]. Z własności 
schwarzyanu jako niezmiennika, okazuje się, iż, jako funkcya zmien- 
nej z, nie zmienia się przy obiegach tejże około punktów osobliwych, 
a przeto : schwarzyan [7]. jest funkcya jednowartościową zmiennej z. Nadto 
rozwijając [y]. przy pomocy wzorów (16), (17), (15), na szereg w oko- 
licy oddzielnych punktów, otrzymamy: dla punktu osobliwego z=e,: 


Ik, 
Błach ZPA Ha, (6-0) + 1 
Moze 2 — 2) 2—ę, 1 2 —e,) ALEJA e 
w okolicy zaś punktu z =» 
1 Ko Ab, 
[4]: FZ (b zę SPY zat AOR” ). 


1) Sehwarz: Ueber diejenigen Fälle, in welchen ete., Crelle's Journ. tom 75 str. 
299 i nast, 


www.rcin.org.pl 


pa 


O CAŁKACH ROZWIĄZAŃ. 275 


Schwarzyan zatem jest funkcyą zmiennej zespolonej z jednowartościo- 
wa i nieposiadająca punktów istotnie osobliwych, lecz tylko skończoną 
ilość biegunów. Funkcya taka może być tylko funkcya wymierną 
algebraiczną, której biegunami są pankty osobliwe e,. Korzystajac z osta- 
tnich rozwinięć na szeregi, nietrudno jest tę funkcyę utworzyć; otrzy- 
mamy mianowicie: 

1-4 


(20) [n]: = == x AA (e;—e, )... (e,—e,) + Az" *+Bz"* +...+ N 
(2— e,) = (z—e,) 


Związek ten przedstawia nam właśnie żądane równanie różniezkowe, 
którego całką jest funkcya 7. 


Zauważymy tu jeszcze, iż stałemi tego równania sa: 

n liczb X =k,—k,', n—3 stosunków podwójnego podziału wielko- 
ści e, oraz n—3 parametrów akcesorycznych: 4, B,..., N; razem 
3n—6 stałych, t. j. dokładnie tyle, ile wynosi liczba stałych grupy I" 
funkeyi 4. 


Powiedzieliśmy poprzednio, że, aby pewną gałąż funkeyi y odosob- 
nić, prowadzimy na płaszczyźnie zmiennej z z dowolnego zwyczajnego 
punktu 2, do punktów osobliwych li- 
nie L, których przekraczać nie wolno. 
Toż samo stosuje się do funkcyi 7. 
Dla jasności wyobraźmy sobie, żeśmy 
płaszczyznę z wzdłuż tych linii Z, roz- 
cięlij wówczas napewno do tak rozcię- 
tej płaszczyzny należeć będzie jedna 
gałaż funkcyi ń. Zachodzi pytanie jaki 
obraz tak rozciętej płaszczyzny 2 przed- 
stawia się na płaszczyźnie 7? 

$ Zauważmy naprzód, że w okolicy 
Fig. 1. punktu zwyczajnego 2, jest funkcya 7 
przedstawiona zapomocą szeregu potęgowego, posiadającego wykładniki 
całkowite poczawszy od jedności. Stad widoczna, że obszar punktu zwy- 
czajnego 2, odtworzy się na obszar punktu 5, taki, iż zupełnemu obie- 
gowi około punktu z, odpowie jeden zupełny obieg około punktu 4,. 
Toż samo zachodzi w okolicy punktu z= œ gdy założymy, że nie jest 
punktem osobliwym, cośmy zresztą przyjęli. 
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Inaczej się rzecz przedstawia w punktach osobliwych. W okolicy 
tych punktów mieliśmy rozwinięcie na szereg : 
zgodna (a, +a, (z—e:;) +... ). 


Zawsze możemy wybrać taka gałaź, iż część rzeczywista różnicy 
X = k;— k; jest liczba większa lub równa zeru, tak, iż gdy 


A=N+i4, to NZO. 
Z rozwinięcia na szereg wynika, iż punktowi położonemu w bliz- 


kości punktu osobliwego e: odpowiada na płaszczyźnie n punkt położony 
w blizkości m,. Podstawiając zaś 


z= ea =re?, 
N— M; zd 
n— N di er 
otrzymamy 
YV=N:9 


Obiegowi więc zupełnemu około punktu osobliwego odpowiada X 
obiegów około punktu m,; innemi słowy: obrazem obszaru punktu oso- 
bliwego jest obszar punktu m: zawarty między ramionami kata 2%, m. 

Ramiona tego kata przechodzą w siebie przy pomocy podstawień 
(14, 15) i mianowicie, jeżeli 


a) 44>0 N = O mamy podstawienie eliptyczne 


BD „=sO 4 =0 { z paraboliczne 
)N=0 WN=0 , 4 hyperboliczne 
DO ALBO. RZA s s loxodromiczne. 


Zaznaczymy tu, że w przypadku y) otrzymamy przy naszym spo- 
sobie przecięcia płaszczyzny, jako odtworzenie, wogóle mówiąc, pas 
wijacy się nieskończenie wiele razy. 

Obejmując terąz całość odtworzenia, widzimy, że jako obraz płasz- 
czyzny ż otrzymamy .na płaszczyźnie 7 pole wieloboku (Fig. 2), posia- 
dającego następujace własności : | 

1) Wielobok nasz jest 2n-bokiem o łaczności pojedynezej. 

2) Wierzchołki tego wieloboku dziela się na dwie klasy. Do 
pierwszej należa te, które sa obrazem punktu 2, , z któregośmy prowa- 
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dzili linie Z,; na Fig.2. oznaczyliśmy je przez litery 4$ (i = 1, 2, ... n). 
Do klasy drugiej zaliczamy te 
wierzchołki: m, które sa odtwo- 
rzeniem punktów osobliwych. 


3) Suma katów w wierz- 
chołkach n% równa się 27, kiedy 
zakładamy, że punkt 2, jest punk- 
tem zwyczajnym, co tu właśnie 
przyjmujemy. 

4) Kąty w wierzchołkach 
m, są równe 24;m. 


5) Pary boków wieloboku wy- 
chodzących z wierzchołków 42, 
przechodzą w siebie przy podsta- 
wieniach 4,. Wielobok ten nazywa się wielobokiem zasadniczym. 


Fig. 2. 


Zależnie od tego, czy funkcya 4% przyjmuje dla punktów płaszczy- 
zny 2 wartości nieskończenie wielkie czy też nie, pole naszego wielo- 
boku przechodzi przez punkt ' = oo albo nie. Nadto, jeżeli X, >> 1 mogą 
w wierzchołkach m, powstawać punkty, posiadajace ten sam charakter, 
co punkty rozgałęzienia powierzchni Riemanna a wskutek tego pole 
wieloboku może być wielokrotnie pokryte. Zauważymy już jednak 
z góry, że w dalszym ciagu wyłacznie mieć będziemy do czynienia 
z wielobokiem, którego pole na siebie nie zachodzi; z tegoto także 
względu wyłączamy z rozważania przypadek y. 


Nakoniec wypada jeszcze kilka słów powiedzieć o kształcie boków 
wieloboku. Kształt ten, zależy oczywiście od sposobu przecięcia płasz- 
czyzny 2, t.j. od kształtu linii Z,. Przez odpowiedni jednak dobór tych 
linii zawsze do tego można doprowadzić, że bokami wieloboku będa 
łuki kół. Wielobok zaś ograniczony kołami jest z tego względu do 
rozważania dogodnym, że, jak zauważyliśmy przy podstawieniach li- 
niowych (o których jeszcze niżej pomówimy), koła znowu przecho- 
dzą w koła. Nadal więc boki wieloboku przyjmować będziemy zawsze 
jako łuki kół. 


Dotad mówiliśmy o odtworzeniu płaszezyzny z za pomocą jednej 
(początkowej) gałęzi funkcyi ń. Inne gałęzie tej funkcyi otrzymujemy, 
jak wiadomo, z początkowej, przez wykonywanie na tejże podstawień gru- 
py I’. Punkty więc wieloboku, przedstawiajacego odtworzenie płaszczy- 
zny 2 za pomoca dalszych gałęzi, powstają z punktów wieloboku za- 
sądniczego przy. pomocy podstawień grupy I”. Punkty takie nazywaja 
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się punktami z sobą równoważny mi, wieloboki zaś wielobokami z soba 
równoważnymi względem grupy I”. Widocznem jest, że każdy 
z tych wieloboków służyć może za wielobok zasadniczy; a z określenia 
ich wynika ta główna własność, że „wielobok zasadniczy nie posiada 
w swem polu punktów z soba równoważnych względem grupy T“. 

Zbiór tych, wogóle mówiąc, nieskończenie wielu wieloboków po- 
kryje płaszczyznę 4 lub tylko jej część raz albo wielokrotnie, sto- 
sownie do pewnych warunków, które niżej rozważymy. 


Na szczególniejszą uwagę zasługuje przypadek, kiedy wszystkie 
3n — 6 spółczynników równania rzędu 3-go (20) sa liczbami rzeczywi- 
stemi. Wówczas punkty osobliwe leża na osi rzeczywistej płaszczyzny 2, 
i jako przecięcia możemy użyć odcinka osi rzeczywistej, łączącej punkty 
e, e,...e,. Nietrudno okazać, że temu właśnie przecięciu odpowiada 
wielobok otoczony kołami. 


Jakoż z uwagi, że równanie (20) posiada spółczynniki rzeczy- 
wiste, wynika, iż, dobierając stałe całkowania rzeczywiste, możemy dla 
punktów któregokolwiek z odcinków e, e, + 1 przedstawić pewna gałaż 
funkcyi q za pomoca szeregu potęgowego, posiadającego spółczynniki 
rzeczywiste. Że zaś każda inna gałaź jest związana z gałęzią raz obrana 
przez podstawienie liniowe, z drugiej zaś strony prosta przechodzi przy 
tem podstawieniu w koło (wogóle), twierdzenie więc powyższe jest 
okazane. 

Stosownie do naszego rozcięcia płaszczyzny æ jest wielobok za- 
sadniczy (2n —2)-bokiem (Fig. 3), posiadajacym we wierzchołkach m, 


Fig. 3. 


i m, katy odpowiednio 24%, 2m, w pozostałych zaś wierzchołkach 
m. i m, katy Xm. 
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Uzupełniajac przecięcie odcinkiem e, e, , podzielimy płaszczyznę z 
na połowy z soba symetryczne. Temu podziałowi płaszczyzny odpo- 
wiada następujacy podział wieloboku zasadniczego. Jeżeli obierzemy taka 
gałaż funkcyi n, któraby odcinek e„e, odtwarzała na odcinek m, m, 
osi rzeczywistej 7, to, ponieważ szereg przedstawiajacy tę gałaź posiada 
spółczynniki rzeczywiste, punktom z,, symetrycznym względem osi rze- 
czywistej na płaszczyźnie z, odpowiadać będa punkty symetryczne wzglę- 
dem osi rzeczywistej na płaszczyźnie 4. Wskutek tego odcinek m, m, 
dzieli wielobok zasadniczy na połowy symetryczne z sobą w zwy- 
kłem tego słowa znaczeniu. Ogólnie więc wielobok (m, ... m,. . . m,) 
można podzielić zapomoca pewnego koła, przechodzacego przez m, i m, 
na części względem tego koła symetryczne. 


8. 3. 


W ustępie tym zajmiemy się z kolei funkcya odwrotna funkcyi 4, 
t. j. funkcya z(n). Z uwagi, że przy obiegu zmiennej z około punktu 
osobliwego e, funkcya n ulega jednemu z podstawień grupy I’ wynika 
bezpośrednio, iż w punktach z soba równoważnych na płaszczyźnie 4, 
otrzymuje funkcya z (4) tęż sama wartość, a więc innemisłowy: funk- 
cya z(n) pozostaje bez zmiany przy podstawieniach grupy I”. I tejto 
własności charakterystycznej zawdzięcza funkcya z(ņ) nazwę nadana 
jej przez Kleina: „funkcya automorficznać. 


Ponieważ zbiór wieloboków zasadniczych pokrywa płaszczyznę ņ > 
albo jej część wogóle wielokrotnie, więc także, wogóle mówiac, funk- 
cya automorficzna z (n) jest funkcya wielowartościowa. 

Jednem więc z najważniejszych pytań, które się tu nasuwaja, jest 
pytanie: Kiedy funkcya z(%) jest funkcya jednoznaczna? 

Pytanie to stanowiło właśnie główny przedmiot badań Kleina 
i Poinearćgo i nad niem musimy się tu zastanowić. 


Koniecznym i wystarczającym warunkiem jednowartościowości funk- 
cyi z(n) jest, aby płaszczyzna x albo jej część pokryta została tylko 
raz przez zbiór wieloboków zasadniczych. Stad wynika naprzód, że 
pole wieloboku zasadniczego nie może samo na siebie zachodzić. Nadto, 
w stałych punktach podstawień eliptycznych i loxodromicznych schodza 
się z sobą wszystkie te wieloboki, które powstaja z wieloboku zasadni- 
czego przez powtarzanie odpowiedniego podstawienia. Do jednowartościo- 
wości więc funkcyi z (n) potrzeba, aby te wieloboki nawzajem na siebie 
nie zachodziły, albo inaczej, aby, przy powtarzaniu nieograniczonem 
owego podstawienia, nakrywały się dokładnie tak, iżby równoważne punkty 
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przypadły na siebie. Nie może zaś to mieć miejsca, jeżeli podstawienie 
jest loxodromiczne albo nawet eliptyczne, którego amplituda + (por. 
str. 277) nie jest ułamkiem 2r. Pomijajae te przypadki, zajmiemy się 
w dalszym ciagu wielobokami zasadniczymi, posiadajacymi następujace 
dwie własności: 


a) Katy we wierzchołkach m, sa równe , gdzie /, jest liczba 


całkowitą lub nieskończenie wielka; 

b) podstawienia rodzące 4; grupy I” sa podstawieniami eliptycznemi 
lub parabolicznemi. 

Równanie różniczkowe (20) przybierze odpowiednio do tych zało- 
żeń kształt: 


8) W-Z, (5 36-5 
fie-o JE aa) emet AHB 
=: g= f} 


toaa). 


gdzie /, jest liczba całkowitą, która stawać się może nieskończenie wielką. 

Powyższe warunki jednak jednowartościowości funkcyi z (n) wcale 
nie są jeszcze wystarczające. O: potrzebie warunków dodatkowych 
przekonać się można łatwo, porównywajac stałe grupy T’, określonej 
przez wielobok zasadniczy ze stałemi równania (21). 

Tylko w przypadku, kiedy równanie posiada n= punktów oso- 
bliwych, t. j. w przypadku tak zwanych funkcyi trójkatnych , ilość 
stałych określających grupę l” jest równa ilości stałych równania, tak, iż 
warunki powyższe sa konieczne i wystarczające, aby funkcya z (n ) była 
funkcya jednowartościowa. 

Warunkami dodatkowymi dla przypadków n> 3 zajmowali się 
w szeregu licznych rozpraw Schottky '), Poincaré °) i Klein °). 

W dwu rozprawach: „Mómoire sur les groupes Fuchsiennes* 
i „Mémoire sur les groupes Klemćens* rozważa Poincaré wieloboki, któ- 
rych zbiór pokrywa. cała płaszezyznę tylko raz, stosujac metody 
geometryczne. Z tych wieloboków zajmować nas będa te tylko, które 
należą do rodzaju p=0, a to dla tego, żeśmy spółczynniki równań 
różniczkowych określili jako funkcye wymierne zmiennej z. 


= 


1) Schottky: Inaug. Dissertation. Breslau 1876 ; Crelle's Jour. Bd. 83; 

2) Poincaré: Acta math., t. I, p. 1—62; t. IIT. p. 49—92. 

3) Klein: Uber eindeutige Funct. mit linearen Transf. in sich. Mat. Ann. Bd. 19, 
20; str. 51 i nast. Neue Beiträge zur Riem. Theorie. Mat. Ann. Bd. 21, str. 144 i nast. 
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W pracy pierwszej z powyżej wymienionych, otrzymuje Poincarć 
przez stosowne rozcięcie płaszczyzny z wieloboki, których koła stoja 
prostopadle do pewnego koła podstawowego, niezmieniającego się przy 
podstawieniach grupy T'. Koło to można, przez odpowiednie podstawie- 
nie liniowe, zawsze zamienić na linię prosta, n. p. na oś rzeczywista 
płaszczyzny, wskutek czego podstawienia grupy otrzymują spółczynniki 
rzeczywiste. Owóż warunkami koniecznymi i wystarczajacymi na to, aby 
zbiór wieloboków pokrywał pole koła niezmiennego, względnie połowę 
płaszczyzny, albo cała płaszczyznę q tylko raz, sa: 


1) Pary boków związanych z sobą zapomocą podstawień grupy, 
powinny być z soba równoważnemi ; 

2) Suma katów w wierzchołkach, stanowiacych odtworzenie jednego 
2m 


i tego samego punktu osobliwego e, powinna być równa ) 


, gdzie /, jest 


liczba całkowita lub nieskończenie wielka. 

Przez przemienianie pewnych stałych przy zachowaniu katów wie- 
loboku otrzymał Klein (Comp. Rendus 1881) z powyższych wielobo- 
ków, pokrywających pole koła, wieloboki ogólniejsze, których boki nie 
stoją już prostopadle do koła niezmiennego, których jednak zbiór po- 
krywa jeszcze tylko raz obszar płaszczyzny 4, ograniczony linią nie- 
analityczną. Podstawienia grupy przez takie wieloboki określone, po- 
siadaja spółczynniki zespolone. 

Wieloboki powyższe stanowia jednak tylko jednę klasę (premiere 
espèce) wieloboków badanych przez Poincarego, w drugiej z powyżej 
wspomnianych rozpraw. Prócz tych bowiem , otrzymuje Poincarć inne, 
a to sposobem następujacym: Grupę I’, posiadająca spółczynniki zespo- 
lone przedstawia geometrycznie, dzieląc przestrzeń leżacą ponad płasz- 
czyzną za pomocą kul (względnie płaszczyzn), prostopadłych do 
płaszczyzny 4. Otrzymuje więc jako geometryczny obraz grupy podział 
przestrzeni na wielościany zasadnicze, przy pomocy których wy- 
prowadza następujące warunki nieciagłości grupy: 


1) Pary ścian zwiazanych z soba zapomoca podstawień grupy, 
powinny być z soba równoważnemi ; 

2) Suma kątów dwuściennych należących do krawędzi, tworzących 
27 


L > gdzie /, jest liczbą cał- 


jeden tak zwany cykl, powinna być równa 


kowita. 

Jeżeli taki wielościan zasadniczy posiada jako ściany r wielobo- 
ków na płaszczyźnie 4: F', F?,... F©, to każdy z tych wieloboków 
jest na pewno wielobokiem zasadniczym grupy, zbiór zaś wieloboków 

Rozprawy mat.-przyr. T. XXV. 36 
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równoważnych z jednym z nich, pokrywa tylko raz pewien obszar 
płaszczyzny n. 

Zauważyć nadto należy, że istnieja jeszcze inne sposoby otrzymy- 
wania wieloboków zasadniczych. Wystarczy wspomnieć n. p. o sposobie 
Kleina ') otrzymywania wieloboków , zwanym przez niego „Ineinander- 
schiebung*. Nie będziemy się jednak nad tym przedmiotem zastanawiali, 
lecz poznawszy na drodze geometrycznej główne własności wieloboków 
zasadniczych , prowadzących do jednorazowego pokrycia płaszczyzny 4 
albo jej części, zwracamy się do równania różniczkowego (21). 

Zachodzi mianowicie pytanie, kiedy równanie (21) określa takie 
wieloboki. Odpowiedzi na to pytanie, a na nich tylko poprzestać mu- 
simy, znajdujemy w oddzielnych twierdzeniach Kleina i Poincarćgo, 
zamieszczonych w pracach powyżej wymienionych. Twierdzenia te ze- 
brał i obszernie wyłożył Poincarć w rozprawie: „Sur les groupes des 
ćquations linćaires* (Acta math. t. IV). Twierdzenia te brzmią: 


1. Zawsze można i tylko w jeden sposób tak dobrać parametry 
akcesoryczne A, B, .. N równania (21), że funkcya z (n) jest funkcya 
jednowartościową, niezmieniajacą się przy podstawieniach grupy T”, po- 
siadajacych spółezynniki rzeczywiste, i istniejąca wewnątrz koła, albo 
względnie wewnatrz połowy płaszczyzny 4. W tym więc ostatnim przy- 
padku jest to koło albo oś rzeczywista granica naturalna funkcyi z (4). 


2. Również tylko jednym sposobem można dobrać parametry akce- 
soryczne tak, iż funkcya automorficzna 2(4) jest funkcya jednowarto- 
sciowa, istniejąca w całej płaszezyżnie 4 i niezmieniajaca się przy 
podstawieniach, posiadających czyto spółezynniki rzeczywiste, czy też 
spółczynniki zespolone. 


3. Nakoniec zawsze można nieskończenie wielu sposobami dobrać 
tak parametry, iż funkcya z(ń) jest funkcya jednowartościowa, nie- 
zmieniająca się przy podstawieniach grupy o spółezynnikach zespolonych 
i istniejąca w pewnych tylko obszarach płaszczyzny 4. 

W ustępach 17-ym i następnych, powyżej przytoczonej rozprawy, 
zajmuje się Poincaré przybliżonem obliczaniem parametrów akceso- 
rycznych. 

Dla jasności zaznaczam jeszcze raz, że z tych grup i funkcyi, 
których ogólny rys podałem, uwzględnimy tylko szczególne przypadki. 
I tak, jak wspomnieliśmy, zajmiemy się grupami, należacemi do ro- 


1) Zob. Klein: w wyżej przytoczonej pracy, Mat. Ann. 21 (1832), str. 141 i nast. 
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dzaju p = 0, lecz i ztych grup tylko te rozważać będziemy, które pro- 
wadza do jednorazowego pokrycia części płaszczyzny n. 
"8. 4. 


Jednowartościowa funkcya 2(7) ustanawia między płaszezyznami 
z i x odpowiedniość taką, iż jednemu punktowi płaszczyzny 4 odpowiada 
jeden punkt płaszczyzny 2, lecz jednemu punktowi płaszczyzny 2 od- 
powiada wogóle nieskończenie wiele punktów (z sobą równoważnych) 
płaszczyzny n. Chcae jednak doprowadzić do tego, iżby jednemu punk- 
towi z odpowiadał tylko jeden punkt płaszczyzny n, uciekamy się do 
znanego w teoryi funkeyi algebraicznych sposobu Riemanna. Wyobra- 
żamy więc sobie, że do każdego wieloboku zasadniczego należy osobna 
płaszczyzna z, którą nazywamy liściem (Blatt). TLiście te umieszczamy 
jeden na drugim i łączymy je z sobą w punktach osobliwych tak, iż 
n. p. w punkcie e, łaczy się z soba każdym razem /, liści w porządku 
kołowym. W ten sposób zbudowana powierzchnię nazywać będziemy 
powierzchnia Riemanna, należącą do funkcyi 4 (2) lub do równania (21). 
Jej punktami rozgałęzienia sa naturalnie punkty osobliwe e,, linie 
zaś L; są liniami przejścia z jednego miejsca do następujacego. 

Tego sposobu wyrażania się z powodu jego wielkiej dogodności 
będziemy używali bardzo często w dalszym ciagu. Powiemy więc n. p. 
funkcya n (2) odtwarza stosownie do naszej umowy należąca do niej, wogóle 
mówiąc, nieskończenie  wieloliściowa powierzchnię Riemanna na zbiór 
wieloboków, pokrywajacych tylko raz pewien obszar płaszczyzny n. 


LINENINESININEININENENINI NINI SAONA NA 


ROZDZIAŁ II. 
Funkcye: / y,dz; /'yde. 
GRE 

Nie zaznaczyliśmy dotad wyraźnie, lecz jest to oczywiste, że nie- 
skończenie wiele równań rzędu 2-go prowadzi do tegoż samego równa- 
nia rzędu 3-go (21). Są to mianowicie równania, które posiadaja też 

. . , ‚r 1 

same różnice wykładników k;— k; = T: 

Naodwrót, mając dane równanie (21), możemy łatwym sposobem 
otrzymać wszystkie równania, do niego należące, rzędu 2-go. W tym 
celu przyjmujemy: 
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gdzie 
LARN ERE A A 
(0 "rys ""ya 
dz dz 


Owoż twierdzimy, że tak określone funkcye %,, 4, zadość czynia rów- 
naniu różniezkowemu rzędu 2-go. Zważmy bowiem, że jeżeli 4,, 4, 
maja być całkami równania, to równanie to możemy napisać w postaci 
wyznacznika : 


dy d'y | 
” dz dz* 

dy, dy SIĘ, 
(h dz de’ 

dh, d'n, 
[h dz de” 


Z równości (1) wynika 
dh p hg dh dm dy Ah, 


Ma daga 16 da dz idea : [qi 


a więc żadane równanie otrzymuje kształt: 


1 
dy PNE [> wc Az "Be" "+... +N|=0. (2) 


dz’ [i(2—e) 2Z—0, 
= 

Jeżeli przy obiegach zmiennej z funkcya 7 ulega podstawieniom 

ATEM 

WETEŁA 
to ponieważ 

\ | d 2i V ©, 8,—B, Yi 
dz (7:7 +8 á 
ulegaja M, 9, przy obiegach podstawieniom: 
WALA aria A R (Raka 


Va,8—By g Va, 8—B Yi , 
posiadajacym wyznaczniki A,=/1. 


Ponieważ spółczynnik przy za jest równy zeru, wykładniki więc 


z 
czynią zadość równościom 


k,+k/' =1 (1=1, 2, ...} n). 
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Ponieważ zaś 
+ tt 1 . 
k'i— k; e S (ISL, Ptn) 


(+) w(i) 


Suma tych wykładników 


więc 


EWK” )=n, 


skąd się okazuje, że w powyższem równaniu punkt z=» jest także 
punktem osobliwym. 

Każde inne równanie rzędu 2-go należace do równania (21) otrzy- 
mamy z równania (2) podstawiając 


Yı =n Mee)", Ya =q, M (e— e). 


Wykładniki należace do punktów osobliwych w ten sposób otrzymy- 
wanych równań sa: 


Wii (1 + T)+ta ksh (1 z: r)+e (3) 


Jeżeli żądać będziemy, aby punkt z= był punktem zwyczajnym, 
to ponieważ wówczas X k,+k'”,=n—2, należy tak dobrać liczby u, (co 
zawsze uczynić można), aby 


Zu=—1. (8) 


Wychodząc więc z równania (21) Rozdz. I, można z pomiędzy 
równań rzędu 2-go, do owego równania należących, wybierać najodpo- 
wiedniejsze, zależnie od celu, który sobie wytykamy. Dla nas najodpo- 
wiedniejszemi w dalszym ciagu okażą się takie, których rozwiazania 
Yı Ya nie posiadaja punktów rozgałęzienia na powierzchni Riemanna na- 
leżacej do funkcyi y (2). Zastanowić się więc musimy nad tem, czy 
i względnie kiedy powyższy warunek może być spełniony. 

W tym celu rozróżnić nam należy dwa przypadki: a) wszystkie 
liczby ł, sa liczbami skończonemi, b) między liczbami ł, znajdują się 
nieskończenie wielkie. 

Jeżeli funkcye y,, y, maja być funkcyami nierozgałęzionemi na 
powierzchni Riemanna i liczby /, są wszystkie liczbami skończonemi, 
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to, ponieważ w każdym punkcie rozgałęzienia powierzchni, schodzi się 
z soba l; liści, wykładniki k'„ k,/' musza być kształtu: 


r 1 mó: A 
(5) k',== 7 , k; 3 K 


gdzie r, są liczbami całkowitemi kształtu r,=r',-+ml, a r, i m sa 
liczbami całkowitemi oraz r”, < l. 
Wówczas z równania (3) mamy 


Podstawiając te wyrażenia w równanie (4) i zważając na powyższą do- 
wolność liczb r, otrzymamy równanie 


i=n 


(6) >. — 5 — liczba całkowita 
stanowiące warunek dla liczb /,. 

Jeżeli jednak między liczbami l; znajduja się nieskończenie wielkie to 
w odnośnych punktach osobliwych e, nazwijmy je e,, łączy się z soba w po- 
rządku kołowym nieskończenie wiele liści. Dla tych więc punktów moga 
wykładniki k, =k,/' posiadać dowolne wartości rzeczywiste i zawsze 
jeszcze funkcye y,, y, nie będa w tych punktach na powierzchni Rie- 
manna rozgałęzione. Oznaczając te wykładniki przez r,=3--u, i za- 
chowując wskaźnik ż dla punktów osobliwych, dla których ł, sa skoh- 
czone, otrzymamy zamiast (6) równość: 


(7) —-— LZ r, — 5 = liczba całkowita. 


Ponieważ tutaj r, sa liczbami dowolnemi, zatem przy odpowied- 
nim doborze r, zawsze istnieja rozwiazania równania (7). 

Inaczej rzecz przedstawia się w przypadku pierwszym i nad nim 
należy się bliżej zastanowić. Koztrząsnać mianowicie należy, kiedy ró- 
wnanie (6) posiada rozwiązanie w liczbach całkowitych r,. 

Ponieważ prawa strona równania (6) jest liczba całkowita dowol- 


na, równanie więc owo możemy napisać w postaci kongruencyi: 
i=n 3 7 
(8) * ża = n (mod 2). 


= 
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Rozwiązaniem tej kongruencyi zajmował się E. Ritter '); podaje- 
my tu jego rezultaty i wskazujemy do nich drogę nieco zmieniona 
i może przystępniejszą. 3 

Rozróżniamy dwa przypadki: 

1) Wszystkie liczby ļ; sa nieparzyste. 

Przy tem założeniu są liczby 2r; + 1— , liczbami parzystemi: 


2r, -+ 1 — 1, = X, 
Podstawiajac w równaniu (6) 
2r;+1 ER. 
Aar Su Sl 


otrzymamy równanie: 
i=n 
v; 3 
= liczb. całkow. 
a i 


Dla uproszczenia rozumowania przyjmiemy prawa stronę równa zeru, 
co z powodu dowolności v, zawsze uczynić możemy. Równanie w ten 
sposób uproszczone: 


Ero 
i=1 U 
posiada widocznie rozwiazania v;= 0, albo raczej v, z 0 (mod ļ). Zau- 
ważymy, że rozwiązanie to jest tylko wtedy jedyne, kiedy liczby /, sa 
względem siebie pierwsze. Mnożac bowiem wówczas lewa stronę równa- 


nia przez A gdzie L=; l,- -l a la oznacza którąkolwiek z liczb 
l, otrzymujemy warunek konieczny 
Va = 0 (mod l); c.b.d.o. 


Postępując w podobny sposób nietrudno się przekonać, że w każdym 
innym przypadku istnieja obok powyższych jeszcze inne rozwiazania. 


1) W pracy: Die eindeutigen automorphen Formen ete. (Math. Ann. Bd./$l, str. 
30— 35) zajmuje się Ritter wyznaczaniem pewnych „układów czynników*, od których 
istnienia zależy istnienie grupy I podstawień liniowych jednorodnych izomorficznej 
względem grupy I“ podstawień niejednorodnych. Niezadługo zobaczymy, że te pytania wcho- 
dzą także w nasz zakres; stąd więc tożsamość warunków. Dla dokładności zauważymy 
jeszcze, że związki, zwane przez Rittera drugorzednymi (secundiire Relationen), tutaj 
odpadaja; ograniczyliśmy się bowiem do funkcyi istniejących tylko wewnątrz pewnego 
obszaru (koła) płaszczyzny 1. 
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2) Między liczbami /, znajduje się jedna lub więcej 
parzystych. 

Wówczas obok kongruencyi (8) występuje jako warunek inna, 
która na podstawie równania (6) w ten sposób otrzymujemy. 

Mnożac równanie (6) przez podwojona najmniejszą spólna wielo- 
krotność 2L liczb l, mieć będziemy: 


ię 4 + są =LX liezb. całkow. 


Ponieważ tak L jak i A jest podzielne przez 2, zatem 
i 


(9) JĘ = 0 (mod 2), 


eo jest właśnie nowym warunkiem dla liczb /, Jeżeli przez /,, l, ..., 2, 
oznaczymy te z liczb 2,, które zawierają najwyższa potęgę dwu: 2! 
i nazwiemy: 


L=WA, L=2bX, 


to powyższa kongruencya (9) zredukuje się do: 
i=k 


ME =0 mod 2, 


M 
gdzie już tak A jak i 4, Xy,... 4, sa liczbami nieparzystemi. Stad 
zaś wprost wynika, iż tej ostatniej, a więc także kongruencyi (9), ty l- 
ko wówczas staje się zadość, gdy k jest liczba parzysta; zatem 
kongruencya (9) posiada tylko wówczas rozwiązania, jeżeli ilość liczb Ł, 
zawierających najwyższa potęgę 2" jest parzysta. 

Naodwrót, jeżeli warunek (9) jest spełniony, to ponieważ liczby 
4 nie maja wszystkie spólnego dzielnika, zawsze znaleźć możemy liczby 


l; 
całkowite r, ezyniace zadość równaniu nieoznaczonemu, posiadajacemu 


spółczynniki całkowite: 


czyli równaniu 


Jeżeli ilość punktów osobliwych n przedstawia liczbę parzysta, to 
oczywiście liczby r, są także rozwiązaniami kongrueneyi (8); jeżeli zaś 
n jest liczba nieparzysta, to kongruencyi (8) stanie się zadość, gdy za- 
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miast jednej z liczb r, podstawimy: r, —3/,, gdzie /, jest jedna z liczb 
parzystych układu liczb Ż,. 

Widzimy więc, że kongruencya (8) zawsze posiada rozwiazania, 
jeżeli tylko liczby /, czynia zadość kongrueneyi (9). 

Mamy zatem twierdzenie: zawsze istnieja równania róż- 
nieczkowe rzędu 2-go przy danych l, których całki y,, y, 
nie są rozgałęzione na powierzchni Riemanna należacej 
do funkcyi n(2) Wyjatek stanowi przypadek, kiedy 
wszystkie liczby ļ sa skończone i nieparzysta ich ilość 
zawiera jako czynnik najwyższa z potęg liczby 2 zacho- 
dzacych w liczbach /,;; wówczas takie równania na pewno 
nie istnieja. 


g. 2. 


Charakterystycznym zwrotem, który teraz badaniu nadajemy, jest 
to, że jako zmienna niezależna obieramy wielkość n. 

Wogóle mówiac, całki y,, y, są funkcyami wielowartościowemi 
tej zmiennej. W  przeciwstawieniu temu ogólnemu zachowaniu się ca- 
łek y,, y, twierdzimy: jeżeli równanie różniczkowe rzę- 
du 2-go posiada następujace dwie własności: 1) całki 
jego Yy Yy nie sa rozgałęzione na powierzchni Rie- 
manna 4(2); 2) funkcya (2) odtwarza ową powierz- 
chnię Riemanna na obszar (n. p. koło) płaszczyzny 
n pokryty raz zupełnie, t. j. jeżeli funkcya auto- 
morficzna 2 (ņ) jest funkcya jednowartościowa istnie- 
jaca tylko wewnatrz obszaru, — 


to całki y,y, takiego równania różniczkowego są 
funkcyami jednowartościowemi zmiennej ņ istnie- 
jacemi wewnatrz owego obszaru. 


Aby tego twierdzenia dowiesć, potrzeba naprzód okazać, iż fun- 
keye y, (n), Y, (n) nie posiadaja w obszarze płaszczyzny n, w którym 
istnieja, punktów rozgałęzienia. W tym celu rozważyć nam należy dwa 
rodzaje punktów : 

1) punkty q=ń, leżace na polu wieloboków. Punktom tym, jak 
wiadomo, odpowiadaja punkty zwyczajne płaszczyzny z, dla których 
mieliśmy rozwinięcia (2) i (16): 


y =y =(2—2,) (a, + a, (2—2,)-...) 
Ya —yP =(2—2,) (b, + b, (2—2, LR i; Ar ) 
B>>N (2525) (e, FC, (2 GE 4) dh .) 


Rozprawy mat.-przyr. T, XXV. 37 
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Z ostatniego równania otrzymujemy wyrażenie: 
2—4 =(5—1,) (d, + d, (n— na) + -- -), 


które podstawiajac w dwu pierwszych wyrażeniach, otrzymamy dla y,, 4, 
szeregi potęgowe idące według całkowitych rosnacych potęg n— n, 
Punkt więc q =n, jest także dla funkcyi y,, y, punktem zwyczajnym. 


Tożsamo stosuje się do punktu n = ng; 
2) punkty q=m, będace wierzchołkami wieloboków. Punktom tym 


odpowiadaja na płaszczyźnie z punkty osobliwe e, dla których istniały 
rozwinięcia: 
r;+1 
NE 
y =(2—e,) “ (a, + a, (2—e)) +...) 


siożżk =, 

Y= (2 — e) l; (b, + b, (2—e,)+-...) 
A 

ae (z—e,) jile, +e, (2—e,)+-...). 


Z ostatniego rozwinięcia mamy : 


z-a) = (15 a (25) 
tak, iż 
1—1, i 
„apo " ÓW 


(E oE +2 


Stad się okazuje, że także punkty ņ=m; nie są punktami rozgałęzienia 
funkcyi y,, s: 

Przypuściliśmy tu, że ł, sa liczbami skończonemi. Lecz jeżeli l; jest 
liczba nieskończenie wielka, to, ponieważ w odpowiednich punktach 
n=m,, także log(z2—e,) jest funkcya nierozgałęzioną, zatem również 
(2—e,)*, gdzie r, jest liczba dowolna rzeczywista (nawet niewymierna) 
posiada tęż samę własność. A więc i w punktach m, nie sa y,,y, roz. 
gałęzione. C. b. d. o. 

Dla uzupełnienia dowodu twierdzenia o jednowartościowości funkcyi 
Yi; Y, zauważymy, że obszar płaszczyzny n, w którym się znajdujemy, 
jest obszarem o łaczności pojedyńczej, tak iż każda droga zamknięta, 
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zakreślona wewnatrz tego obszaru, pozwala się w sposób ciągły, bez 
przerwy, zredukować do jednego punktu. 

Tym więc sposobem twierdzenie nasze jest okazane. Wnioskiem 
z niego bezpośrednim jest to, że grupa I' podstawień jednorodnych ró- 
wnania różniczkowego rzędu 2-go jest izomorficzna względem grupy T” 
podstawień liniowych niejednorodnych funkcyi 4. 

Nad tym stosunkiem grup [i T” należy się bliżej zastanowić. 

Zauważmy naprzód, że spółczynniki podstawienia 4, grupy I' mo- 
ga się różnić od spółczynników odpowiedniego podstawienia grupy [” 
tylko czynnikiem stałym G,: 

X; = G; LA B,=6, B» Ye = 6: yi 0; = 0, Ò’; ' (10) 

W Rozdziale I mieliśmy między podstawieniami rodzacemi grupy 
I” zwiazek (13). Nadto jeżeli między podstawieniami grupy I” znaj- 
duja się podstawienia eliptyczne 4, o peryodzie 4, to z postaci 
tych podstawień wprost wynika, że takie podstawienie /, razy powtórzone 
prowadzi do podstawienia tożsamościowego 


AU=l (11) 


Takich zwiazków różnych od siebie otrzymamy tyle, ile zachodzi ró- 
żnych od siebie podstawień eliptycznych rodzących. 

Ponieważ grupa I jest grupa izomorficzna względem grupy I", t.j. 
każdemu podstawieniu grupy I” odpowiada jedno podstawienie grupy T 
i nawzajem, więc między podstawieniami grupy T istnieć musza dokład- 
nie też same związki, co między podstawieniami grupy T*. Zwiazek 
odpowiadajacy zwiazkowi (13, Rozdz. I) był przedstawiony przez równanie 
(10, Rozd. I). Zwiazkom zaś powyższym (11) odpowiadać będa: 


Aes (12) 
Stad wynika, że także między spółczynnikami c; istnieją pewne zależ- 
ności. Aby je bliżej poznać, przyjmiemy, że wyznaczniki podstawień (4') 
grupy I’ sa równe jedności (co zawsze osiagnąć można) a nadto wpro- 
wadzimy wraz z Ritterem t) do pomocy grupę jednorodna IF” taka, iż 
jednemu podstawieniu 
A; S A C aA 
Yat 


odpowiadają dwa podstawienia : 


A): p Sente A w= =P 
„=VmtAni W =Y 


1) 1. c. str. 22 i nast, 
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a więc także szczególnie podstawieniu tożsamościowemu 


= 
dwa podstawienia : 


M =M Na =M M = M M = — h 


Taka grupę [” widocznie zawsze zbudować możemy. Związkom (12 
Rozdz. I) i (11) między podstawieniami grupy I' odpowiadaja przy od- 
powiednio dobranych podstawieniach tej nowej grupy zwiazki 


A" =— 1. 
AU 4,44, 4, =(—1), 


Otóż, ponieważ spółczynniki podstawień grupy ľ różnia się od 
spółezynników podstawień grupy IP“ tylko czynnikami 6, podstawienia 
zaś grupy ľ zadość czynia związkom (10, Rozdz. I) i (12), więc mię- 
dzy spółezynnikami c, istnieją równości: 


Gi =—]l, rl =(= 1)". 

Stad zaś jest widoczne, że spółczynniki c; należace do podsta- 
wień eliptycznych grupy jakoteż do wszystkich, które z powyższych 
przez powtarzanie i kombinacye powstaja, są pierwiastkami z jedności 

zr; + 1 
i mają kształt: c=e s * 

Zanim przedmiot ten opuścimy, zrobimy jeszcze uwagę następu- 
jaca. W $. 1-ym tego rozdziału widzieliśmy, że całki ⁄,, 4, równania 
różniczkowego (2) ulegają podstawieniom jednorodnym o wyznaczniku 
równym jedności. Z temi całkami sa zwiazane całki y,, y,, do których 
należy grupa [, zapomoca równości: 

i=n i=n 
Yi Ni Il (e—e)ht, Ys =N; U (e—e,)": . 


Przy obiegu zatem około punktu osobliwego e, przybęda dla skoń- 
czonego l, przy spółezynnikach podstawień funkcyi ⁄,, 7, czynniki: 
: zr, +a 
(13) gdhi EREET gk, 
co jest zgodne z powyższym rezultatem. 


Nadto, gdy l=, to czynniki te będa: 


(14) GEEET, 
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a więc także c, są pierwiastkami z jedności. Nakoniec z równania (6) 
i (7) wprost wynika związek: 


[l 6,==(— 1)" albo względnie I a,. [lo,=(— 2)". (15) 


f=1 


8:8 


Przechodzimy do naszego właściwego zadania, a mianowicie do ba- 
dania eałek rozwiazań równań różniczkowych wyżej określonych: 


jnd, (na 


Warunki, pod którymi funkcye y,, y, sa funkcyami jednowarto- 
ściowemi zmiennej %, wymienione w ustępie poprzedzajacym, potrzebują 
tylko nieznacznego uzupełnienia, aby pozostały warunkami koniecznymi 
i wystarczajacymi, na to, aby także funkcye 


h=hy dz, = de 


były na płaszczyżnie 7 funkcyami jednowartościowemi. 
W istocie, przyjmując zamiast z wielkość 7 za zmienna niezależną, 


należy zamiast dz podstawić Tety Ponieważ jednak funkeya (n) 


jest jednowartościowa, więc toż samo stosuje się do jej pochodnej, tak, iż 
pod znakami całkowania posiadać będziemy same funkeye jednowartościo- 
we. Jeżeli więc tylko postaramy się jeszcze o to, abyśmy wewnatrz ob- 
szaru płaszczyzny nie otrzymywali punktów „logarytmieznych*, t. j. 
punktów, dla których 


ja) dq=c log (1—1) + -> 


to i wówczas jeszcze każda drogę zamkniętą wewnątrz obszaru, będzie- 
my mogli zredukować do jednego punktu dowolnego, a więc i wówczas 
jeszcze funkcye ji, ja, jako funkcye zreszta nierozgałęzione pozostaną 
funkeyami jednowartościowemi. 

Aby rozstrzygnać, kiedy j,, j, posiadaja punkty logarytmiczne, 
wystarczy, jak zwykle, rozpatrzyć trzy rodzaje punktów: 

1) Nad punktem zwyczajnym 2, płaszczyzny 2 w odległości skoń- 
czonej nie będziemy się zatrzymywali, gdyż jak z rozwinięć funkcyi 
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Yı; ya w okolicy takiego punktu się okazuje, jest on także punktem 
zwyczajnym dla funkeyi j,, j,. 


2) Jeżeli jednak 2,=o, to podstawiajac zm, otrzymamy 


dt 
t’ 


i=-|v (t) 


z dt 
6 e A Ya (£) Are 


Wprowadzając więc zamiast y,, y, rozwinięcia ich na szeregi (2), 
mieć będziemy w okolicy punktu £=0 


Ai ha log t+... 


ds az) log t+... 


Aby zatem nie występowały logarytmy, potrzeba, iżby a, =b,=0, co 
ze względu na nierówność a,b, —a,b, 20 jest niemożliwe. Tak więc, 
w razie gdy punkt £=0 czyli 3 =o jest dla funkcyi y,, Yy, punktem 
zwyczajnym, to jest on dla funkeyi j,, ją punktem logarytmicznym. 
Stąd wynika, że punkt z = œo musi być punktem osobliwym równania, 
jeżeli nie chcemy mieć punktów logarytmicznych w funkcyach j, Ją. 
Aby jednak uniknąć wprowadzania nowych punktów osobliwych, prze- 
nosimy jeden z punktów osobliwych: e, do nieskończoności i tym spo- 
sobem ograniczamy się do rozważania 


3) n punktów osobliwych e,, e, ... e,_,, €, oo. 
Jeżeli liczby l} CZ sa liczbami skończonemi, to, aby 


punkty e, nie były punktami logarytmicznymi, wystarcza założenie, że 
wykładniki 


B k o (4=1,2,...n—1) 

nie otrzymują wartości ujemnych całkowitych, a 
kk", 
wartości całkowitych mniejszych od 2. 

Jeżeli zaś l =o to odpowiednie wykładniki k,=k", przyjmować 
moga wartości jakiekolwiek, gdyż w punktach m, odpowiadających pun- 
ktom e, jest jeszcze, jak w $. 2 zaznaczyliśmy, log (z—e,) funkcya je- 
dnowartościową. 
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dą S 


Rozważywszy oddzielne punkty osobliwe funkeyi j,, ją, zwróćmy 
teraz uwagę na zachowanie się tych funkeyi przy dowolnej zmia- 
nie, t. j. przy dowolnych obiegach zmiennej z około punktów osobli- 
wych (rozgałęzienia) powierzchni Riemanna. Ograniczymy się przytem 
do funkcyi j,, ją, nieposiadających punktów logarytmieznych. 

Jako granice niższe funkcyi j,, ją obieramy punkt stały, zresztą 
dowolny z, (moglibyśmy równie dobrze dwa stałe punkty obrać) i uwa- 
żamy j,, Ją jako funkcye krańców wyższych 2; mamy zatem: 


z 


. 


z 
rega (s dz, ją = IE dz. 
Zo Zo 
Pochodne tych funkcyi: 
dj, dj 
Hı REY ZĘ: „93 
ulegaja, jak wiadomo, przy obiegach zmiennej æ podstawieniom linio- 
wym jednorodnym grupy T: 


A,) Y: = ay, + PY 
Ye =%g, + Bryś, 
które bliżej poznaliśmy w $. 2-gim. 


Całkujac obustronnie ostatnie równania i oznaczajae stałe całko- 
wania przez p,, q:, otrzymamy podstawienia kształtu: 


NOE EA (16) 
Ja = 0, + 5, + Ga 


którym ulegaja funkcye j,, ją przy obiegach zmiennej z około punktów 
osobliwych e;. 


Widocznem jest , że wykony wajae po sobie podstawienia (16), zawsze 
otrzymywać będziemy podstawienia tego samego kształtu. Zbiór więc 
podstawień (16) tworzy dla siebie grupę, którą stale oznaczać będziemy 
litera G. Jej podstawieniami rodzacemi sa podstawienia 4,. 

Z uwagi , że nietylko y, , y,, leez także j,, ją są funkcyami 
jednowartościowemi zmiennej ņ wynika, że każdemu podstawieniu grupy I” 
lub grupy T odpowiada jedno i tylko jedno podstawienie grupy G. 
Lecz i nawzajem, majace dane podstawienie A, grupy Œ, mamy tem- 
samem określone podstawienie 4; grupy ITF lub podstawienie 4; 
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grupy VT. Grupa zatem Gjest izomorficzna względem gru- 
py I lubr". 

Stąd zaś wynika, że między podstawieniami grupy G zachodzą 
też same zwiazki, co między podstawieniami grupy T: 
(17) ApcAY „wodny 
(18) Ąr = 1. 

Równania te wioda do zwiazków liniowych jednorodnych między 
nowemi stałemi p, gq należacemi do grupy 6. Jakoż, wykonywajae 
po sobie dwa podstawienia 


KTA + B Ja + P: 
j = w T ] 
E au Pa Ja F P 
j = Ya Je b 3% Js + 9a) 
otrzymamy podstawienie złożone: 


A,A,) En HE CA Pi Ya) Ji + (x, b, T Bida) Ja + (4, Pit B,9,) si Pı 
Je R (Fitt MeN en Pk EOE EGN S 0.94) r di- 

Stad już możemy wnieść o sposobie tworzenia się spółczynników 
przy wykonywaniu dalszych podstawień: A,,..., A„. Nazywając dla 
krótkości spółezynniki podstawienia A, . A, ... Ay przez ay, by, cy, dy, 
P,, Q,, mieć będziemy : 

Qy Aji dy + byny Ty 
by = Gy, By + by- By 
Cy E Cya Gy + dyi Ty 
dy = Cy_, By + dy, Ż%, 


gdzie oczywiście: a, = 1, b, =c,=0, do =l;a 


ZY. 
P,= : (Qy_; Py + by; qy) 
yzi 


(19) jiy 
Q, = > (yy Dy T dy; gy). 


Podstawiajac tutaj v=n mamy, na mocy równania (17), żą- 
dane zwiazki 
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P, = y (ayi Py tby gy) 0 
V=e 
stó (20) 
Pa Py + dy_, qy) = =0. 


S 
Il | 
mi 


Jeżeli zaś w (19) podstawimy v = ļ i zważymy, że przy powta- 
rzaniu podstawienia A, jest p,=p,, qy=q,, otrzymamy związki: 


YSL Yli 
P: Ź Qy- +g: ) %,-1=0 
v=l1 v=1 
YZL V=Ł (21) 
Pi 4 cy; + 9 > dy_,=0, 
v=1 YZI 
gdzie a,_,,... sa spółezynnikami podstawienia A/-'. 
Równania (21) maja miejsce, jeżeli wyznacznik: 
v= Yli 
D = RA gej == (0. 
V=1 Vv=1 
v= V=Ł, a (22) 
| ly—i dy, 
YEL v=1 | 


Aby dowieść tej ostatniej równości, zważmy, że własność przez 
nia wyrażona stosuje się do każdego podstawienia eliptycznego bez 
względu na jego kształt. Dla ułatwienia więc dowodu, wprowadzi- 
my kształt następujący. Na stronie (274) widzieliśmy, że każde podsta- 
wienie eliptyczne daje się przedstawić w kształcie kanonicznym: 

tm, 
WM 0 NM, 
D = N— M, 


gdzie m, i n; są punktami stałymi podstawienia. Przy pomocy podsta- 
wienia 


możemy zawsze do tego doprowadzić, że punktami stałymi podstawie- 
nia tego będą m, = O, n, = œ, w skutek czego podstawienie eliptyczne 
przyjmie prosta postać : 


2R; 


Rozprawy mat.-przyr. T. XXV. 38 


www.rcin.org:pl 


298 STANISŁAW KĘPIŃSKI. 


Podstawieniu temu niejednorodnemu odpowiadaja, bez względu na 
znak, podstawienia jednorodne grupy T” 1) 


h= 1a) 
a więc, jeżeli, jak zawsze, c, oznacza odpowiedni czynnik, podstawie- 
niami grupy jednorodnej IT będa: 


Ri 
ka 
Yı = Gi. e . Yi 
Ri 
' Fa 
y, = G.€ Ya; 
czyli z uwagi, że c; = — 1, podstawieniami temi będa: 
y; = 6; Y 
Y= Yi 


jest więc a =, B: = O, yı =0,3,=1 i równość (22) redukuje się 
do równania : 


EE A R „kąt *=0, 


wskazującego, że o? jest pierwiastkiem równania (c;)' = 1, które zno- 
wu jest następstwem równania c; = — /. Istotnie więc równaniu (22) 
staje się zawsze zadość, a przeto: równania (21) określaja sto- 
sunek stałych p, i gqnależacych dopodstawieniaeliptycz- 
nego. Nakoniec zauważymy tutaj, że dowolność punktu z, pociaga za 
soba dowolność dwu stałych p i g, tak, iż obierajac n.p. ten punkt z, 
za osobliwy, otrzymamy dla odpowiednich stałych p i q wartości równe 
zeru. Nadto możemy funkcye j,, Ją pomnożyć przez czynniki stałe, 
przez co wcale ich istoty nie zmienimy. 


8. 5. 


Zmajac podstawienia rodzące grupy G, możemy przez powta- 
rzanie ich i kombinowanie otrzymać każde inne podstawienie, nale- 
żace do dowolnie danego wieloboku płaszczyzny 4. Drogato jednak 
długa i mozolna. Zachodzi więc pytanie, czy nie można wprost dla da- 


1) Ritter 1. c. str. 28. 
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nego wieloboku, czyli dla danego podstawienia grupy I’, wyznaczyć 
odpowiedniego podstawienia grupy G? 

Przy puszczajac znajomość grupy IT, a więc znajomość czynników s, 
potrzebujemy, w odpowiedzi na powyższe pytanie, określić bliżej stałe 
p i q. Ponieważ grupa G jest izomorficzna z grupa [, więc te stałe 
są funkcyami jednowartościowemi spółczynników z, $, v, 2. Zajmiemy się 
teraz temi funkcyami, a w szczególności wyprowadzeniem wzorów, po- 
zwalajacych te stałe przy danych «, b, y, è stopniowo obliczyć. Aby 
jasno całe postępowanie przedstawić, przeprowadzimy rzecz na szcze- 
gólnym przykładzie, zaznaczajac, iż metoda użyta stosuje się do każ- 
dego przypadku. 

Przykład, o którym mowa, bierzemy z teóryi funkcyi moduło- 
wych. W teoryi tych funkcyi gra, jak wiadomo, wielka rolę równanie 
różniczkowe rzędu 3-go, kształtu równań (21 Rozdziału I), posiadające 
trzy punkty osobliwe e, =œ, e, = 1, e, = 0, do których należa liczby: 
|,= oo, =3,.4 =1. 

Powierzchnia Riemanna należąca do funkcyi 74(2) jest nieskoń- 
czenie wieloliściowa; w jej punktach rozgałęzienia łaczą się z soba, sto- 
sownie do powyższych wartości liczb /,, w jednym nieskończenie wiele 
liści, w drugim dwa, w trzecim trzy liście. Zatem według tego, cośmy 
wyżej powiedzieli, można znależć zawsze jedno albo więcej równań 
różniczkowych rzedu 2-go takich, że całki y,, y, nie sa na tej po- 
wierzchni rozgałęzione. Jakoż, równanie (7) redukuje się tutaj do ró- 
wnanią : 


2r, + 1 


PORZE , +1 


3 


= liczb. całk. 


Jednem z rozwiazań tego równania jest układ liczb: 


A + liczb. całk., r aa 1 (mod 2), r, se 1 (mod 3). 


Wykładniki więc odpowiedniego równania różniczkowego rzędu 
2-go mają kształt : 


k= 4 +s k, =1—s, b=% -s 
; ; ; 

PARE. R A 

ky= z +5 k, = 37s k, = 3 s 


3 
liczby całkowite s,, s,, s, należy tak dobrać, aby się stało zadość 
równaniu warunkowemu: 


ki +k, tk, tk, tk, rk, = 1, 
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czyli równaniu 
-s t ts = 1. 


Takiemi liczbami sa między innemi: s, = $, =$, = 1, tak, iż osta- 
tecznie wykładniki ķ;, k; otrzymują wartości: 


SA | „8 1 
k=g  k=0 kę = — - 
i i ; 
r 5 7 BRA z) pras” 2 
wiza S wo AURA i 


w skutek tego równanie różniczkowe, którego całki rozważać będziemy 
jest: 
zi 72—4 , 2802—32 | 
(a) „aib 22(2—1) „* 144z '(2— 1) pe. 
O funkcyi q(2) wiadomo, że przedstawia ona stosunek peryodów 
w,, ©, całki eliptycznej: 


| SZA „R 
Vda*—g, 2—9, 
w zależności od modułu (niezmiennika bezwzględnego) 
ży 
gs— 2793 
Funkcya ta ņ (z) — oznaczana zwykle symbolem œ (J), co 
i my tu zachowamy, — odtwarza powierzchnię Riemanna, rozciętą 


z =J= 


= Z uan 


| 


-T 
ss 
4 


R 


zaspy 


wzdłuż osi rzeczywistej od punktu — oo do punktu /, na połowie płaszczy - 
zny q=w raz zupełnie trójkątami pokrytej (Fig. 4). Z tego powodu jest 


Fig. 4. 
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funkcya J(w) funkcyą automorficzna jednowartościową, skad wynika, 
że także funkcye y,, y, i funkcye j,, j, są funkeyami jednowarto- 
ściowemi zmiennej w. 

Nadzwyczaj wygodne i w przyszłości nam potrzebne przedsta- 
wienie funkcyi j,, j, jako funkcyi w, otrzymamy, biorac do pomocy 
ilości g,, g, i „wyróżnik“ (discriminant) A = g} — 27g}. Wielkości te ) 
są funkcyami jednorodnemi czyli formami automorficznemi zmiennych 
w,, w, © wymiarach odpowiednio (—4)-ym, (—6)-ym, (—12)-ym. Ponie-. 
waż bowiem 

Ho y(2) =o(J)= >" 

Yz o3 
jest: 

yı = Mo, , y, = Mo, 


Nadto zważmy, że funkcye: 
czynią zadość równaniu różniczkowemu °) rzędu 2-go: 


d*Q 1 dQ 31 


Nata SA Ra =0 
di * Taj * MA (JZI) 


, 


posiadajacemu w punktach e, = ©, e, = 1, e, = 0 odpowiednio wy- 
kładniki: 


Z pórównania tych wykładników z wykładnikami równania (23) 
wynika, że 


yy =CQJ | (JD) 


gdzie c jest czynnikiem stałym. Stad więc 


9; —! =, 
M=c VJ .(J—1) 
9: 


1) Por. Klein-Fricke. Vorlesungen über elliptische Modulfunetionen str. 118. 
2) Klein - Fricke l, ce. str. 34. 
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Ponieważ zaś, jak łatwo sprawdzić, 


: t5 SS w 
VEL RE UN Z A 


N 3/3 "a 
dJ=c,. VAJ.. (J—1) da: 


zatem 


4 
y, d) =¢ v (wœ VA) do 
y,dJ=¢ (w VA ) dw. 
Z uwagi, że VA jest formą zmiennych w, , ©, wymiaru — 3-go, 
wynika, że w; VA jest istotnie funkcya samego w, jak być powinno. 


Wygodniej jednak będzie zachować kształt jednorodny; — tak więc 
obok wyrażeń funkcyi j,, 7, jako funkeyi zmiennej J: 
J 


h Fr | Yı dJ 
Jo 
(24) 7 
Ja = | Y dJ 
Jo 
otrzymamy wyrażenia 
j 0) = | o, VA (odo) 
Wo 
(24') | o 


J (w) = |o, Va (odo) 


[gdzie (wdw) = (w, do, — w, dw,)] przedstawiajace j, , j, jako funkcye 
jednowartościowe zmiennej w. 


$. 6. 


Z kolei wypada się szczegółowiej zastanowić nad grupą G, nale- 
żąca do tak określonych funkeyi /,, Je- 

W tym celu wychodzimy, idac drogą wskazana w ustępie 4-ym, 
z grupy niejednorodnej I”, należącej do funkcyi w (J). Grupa ta składa 
się z podstawień liniowych, których spółczynniki są liczbami eałkowi- 
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temi: «, p y’, è, posiadajacemi wyznacznik równy jedności. Za pod- 
stawienia rodzące służyć mogą z uwagi, że 4, 4, 4,=1 dwa pierwsze 
z podstawień: 


A) © =w +1 
1 
4) v=—— 
SOBA 1 
A Tag Tory! 
podstawienia te odpowiadaja obiegom zmiennej J około punktów odpo- 
wiednio oo, £, 0. Ponieważ każde podstawienie 4 = R$ grupy I” 


pozwala się wieloma sposobami przedstawić w postaci 


A ATN A, Bro AGGA, 


odpowiednio więc do tego można wielu sposobami rozwinać 
TEN | 
ToEF na ułamek ciagły : 

dwt 


1 
' y 0 
Y w 8 m, 


(26) 


WWE | 


m—=w . 


eA 
M, 


Rozwinięcie to łatwo otrzymać, jeżeli zważymy, że dla w= 0 jest 


B' 1 


T aai > PA ea 
cj e ae 4 


Geometryczny obraz tej grupy podaliśmy już w $. poprzedzają- 
cym na Fig.4-ej. Zauważymy jeszcze, że, jeżeli trójkąt oznaczony na fi- 
gurze liczbą 1 przyjmiemy za wielobok poczatkowy, to do wieloboków 
przyległych należą podstawienia takie, jakie zaznaczyliśmy na figurze. 
Nadto z figury wprost się okazuje, że jest ona symetryczna wzglę- 
dem osi urojonej. 

Potrzeba nam będzie wkrótce wiedzieć, jakie podstawienia A’) pro- 
wadza do trójkątów symetrycznie położonych względem owej osi urojonej. 
Niech o, =2, + ty, i w, =2,+- ty, będa punktami symetrycznymi wzglę- 


sA: a, Bi «, B: i OO, 
dem osi urojonej, a (> ). (© ży będa podstawieniami, które prze- 
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noszą punkt o=ży osi urojonej do owych punktów w,, œ. Wówczas 
jest 


„AKADE cd SO a G e do. 
1 HYZ y sY Ò Eyy” 2 +y y’ 1 Va + Yy” 
z warunków zaś: %, =—2,, Y, =y,, Otrzymujemy 
dy TAs Ta M: 


a więe podstawienia 
, a BY. PY E A 
(27) Et 42000530 


należa do trójkatów symetrycznie położonych względem 
osi urojonej. Z kształtu podstawienia (B') wynika, iż 


(28) 
— m+ o. 

Tyle co do grupy [" — teraz zaś przejdźmy do rozważania grupy G. 

Podstawienia rodzace tej grupy odpowiadaja, jak widzieliśmy, podsta- 

wieniom rodzacym grupy I" (25), które powstały wskutek obiegów około 


punktów oo, 1, 0. Do wyznaczenia więc spółczynników c, mamy we- 
dług $. 2-go: 


6, żT, =V-1, o= Taa 6,.0,.6, a A 
skad wynika, że albo 
a= i o= i, 6 =— 1, 
albo a =—i, a =—i, o =— 1. 


Biorąc którykolwiek n. p. pierwszy układ tych ezynników, otrzymamy 
podstawienia grupy G w kształcie: 


A,) Ji ‘=i j, +1, FP; 


Ja = tja F gis 
A) ji = ij, +P, 

Ja = th Ph, 
A) Ji =—jrtP 

Ja =h —Ja +48 - 
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Dla uproszczenia przyjmijmy nadal, że kraniec niższy. 2, = J, = — =, 
a więc odpowiednio w, =żoo. Wskutek tego jest 
p, =9 =0, 


i równania (20) i (21) redukują się do równań: 
ip, LI. dą: 0, tq4—P; = 0, P; Eha =0. 


Wszystkie więc stałe p i gq zachodzace w podstawieniach A, można 
wyrazić przy pomocy jednej z nich, n. p.: p,. Nadto ponieważ wolno 
nam jeszcze pomnożyć j,, j, przez czynnik stały, przeto dobierajac ten 
czynnik tak, aby było p,=1, otrzymamy ostatecznie podstawienia ro- 
dzace grupy G w postaci 


A,) Ja TJ; kE ija 


(28) 


podstawienie zaś A, jest już następstwem powyższych. 

Wszystkie te rezultaty sprawdzić można łatwo, używajac formy 
(24) funkcyi j,, Ją '). Nie będziemy się jednak nad tem zastanawiali 
i zajmiemy się w dalszym ciagu wyprowadzeniem wzorów, o których 
w poprzedzajacym ustępie wspomnieliśmy. Zadanie nasze sformułujemy 
teraz w ten sposób: używając oznaczeń wynikajacych z przedstawienia 


(24) funkcyi ji, J, mamy określić dla danego podstawienia °): TR? 


spółczynniki podstawienia: 


1E ER Jaj, (085, (0) +p 


A) (29) 
Ja > —rĘ)= =y j, (0)+8/, (0) + g. 


o (EBM 
') Używając formy (24') otrzymamy n. p.: a W VA do, albo, ponieważ 
> ico 


Ig 12 mw» 
A=(5,) „r I (1i, gdzie r=e't*o, (por. V. E Mod, £ str. 164), więc 
2 1 E 


1 
qą = — (27)? i | AEN (1—r")sdr; 
o 
stąd wynika, że g, jest liczbą skończoną różną od zera. 


2) Podobne badania przeprowadził dla całki eliptycznej Fricke: Uber die aus- 
gezeich. Untergr. ete. Mat. Ann. Bd. 30, str. 345 i nast. 


Rozprawy Wydz. matem,-przyr. T. XXV. 39 
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Z kształtu podstawień rodzacych (28) bezpośrednio wynika, że 
a=iha, B= $, ydy, 0=i O" 
Do obliczenia jednak wykładnika u. użyjemy kształtu (24) funkcyi j, 


Ją: Z wyrażeń tych okazuje się, że że i" jest czynnikiem zjawiajacym 
4 


się przy przekształceniu formy VA za pomoca podstawienia 


0, =u o Hp o © TY ©, +8 ©: 


VA (x wtp wy, Y o, + O w,) =i"VA (w, w,). 
Czynnik zaś ten ¿* został już kilkakrotnie obliczonym '): 
(30) p=y (1a?) (+Y + Da (1a Pag — a'y) (mod 4). 
Tym sposobem mamy dokładnie określone spółczynniki z, ß, y, 8 
pozostaje zająć się liczbami p, q 
Podstawiajac w równaniach (29) w =żo, otrzymamy °): 
4=J (H; 
albo, gdy uwzględnimy części rzeczywiste i urojone: 
J ($) = PŚ) + i Q. (7) - 
otrzymamy : 
(31) p=P, ($)+ż ©, (7 
4=F, ($)+t ©, ($) 
O | Kukórach P, Q., wiemy dotad tylko tyle, że są one funkcyami je- 
dnowartościowemi stosunku (7). Aby ich dalsze własności wy prowadzić, 
podstawmy w pierwszym ze ANNA (28), który napiszemy w postaci 
A,) Jy (wt Z) =i}, (o) tija (w) 
Je (w+7) F ZA (w), 


; 240” WOT > 
zamiast w wyrażenie zał wówczas otrzymamy: 
(0) 


A ij IER) (525) 


4 0-8 rok)" yo +0 
(x+y) » + (8+8) „(aw +R 
J; yo+ò —)= aS +8 * 


1) Vorl. ii. Modf. str. 627. 
2) Dla uproszczenia opuszczamy nadal kreski przy liczbach a,...,ó i kreskę 


ułamkową, pisząc c) zamiast gp 
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Kładąc tutaj © = ioo, mieć będziemy równania 
Ji (=) =i j (Gta (7) 
Ja CF) = tla (F) 


skad przy uwzględnieniu wyrażeń (31) wynika: 


P, (€41) =—P, (3-0, E); P ("41)=P, (9+0, 8) (82) 
Q, (70) =— 0. (Ñ) Q, (70)=0: (7). 
Kładąc w dwu ostatnich zwiazkach æ zamiast x+y, otrzymamy 
P, D= COH, Ćy') (33) 


Q, (7) = 0. C) 
Mamy zatem na mocy równań (29): 


A) =i a j, Hie Bj HP, (PHIR G70+ OCT 


aw- (34) 
AGB) =* TAHE Bj +O GHQ CTO 
Jak widzimy, wystarczy ograniczyć się do badania funkcyi P, i Q,. 


Podstawiajac wyrażenia (33) w (32) otrzymamy dla tych funkeyi. pierw- 
szą parę wzorów : 
P (,0=—F (77)—20, ©y') (35) 
Q, (47)= KA Q, (771). 
Inna parę wzorów otrzymamy, wychodzac z podstawienia 
A>) j (~5)=— ij (0)+1 
Ja (~) = ija (0)—t. 
4 A s Nz „ ©wW4-B . i ; 
Podstawiajae tu mianowicie za œ wyrażenie jo+8 i postępujac podobnie 
jak poprzednio, dojdziemy do równań 
P, (a)= Q, ($)+1 
Q, (Z) =—P (7) 
z których na mocy (33), otrzymamy wzory: 
P, (4) = Q, ("7+1 (36) 
Q, (1)=—P, (70)—4, (70): | 
Wzory te jednak nie wystarczaja jeszcze do obliczania kolejnego wiel- 
kości P, ($), Q, (7). Brakuje nam mianowicie związków łaczacych wprost 
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wyrażenia P, (7), Q, (4) z wyrażeniami P($), Q($). Aby je otrzymać, 
użyjemy podstawienia (28): 


B') vomon . 


Zauważymy naprzód, że na mocy równań (34) mamy: 


ASG Er HOHE (87) 


iei” yj (0-1 dj, (0) +0, (7)+1Q, CV. 


Nadto dowiedziemy istnienia następujących równości: 


j („= E EEAO E BP WAR (= EO O 77] 


A(ZGZY)-* Yi (0)—*Bj, (0) — Q, (Gi Q (CF9 (88) 
Jakoż, z kształtu (28) podstawienia B') wynika, że 

B=A"ca AAC „AA, 
Przypuszczając więc, że zwiazki (37) maja miejsce dla podstawienia B’), 


okażemy, że one istnieja także dla każdego innego podstawienia B), 
jeżeli tylko dowiedziemy ich istnienia jeszcze i dla podstawień: 


Aya, 4, Bl 
Lecz 


A= p) w = C +EH) 
0-8 


14 SĘ 8 
A, B') v= TB» 


zatem na mocy zwiazków (34): 
AT B) = ia, jit ih p j,+ PCHD+IPCĘ0+Q, FV] 
ja (47 B') = ih y, ji HES, J, + Q, CYD+i QL), 


di (4, B’) = i”: Gy Ją p ilz Ps Ja +P, (X) +i [7 CRIER (AE 
J (4, B')=tFe Yy ji He 8, ja H UHA 6% *). 
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Z drugiej zaś strony, podstawiajac w równaniach (28) wyrażenie 


RWS |, zamiast w, otrzymamy : 


Ji (47'B)=t*: a, ji Hi B, j Fl P, C7-22 ©, COHERE- 
Ja (A7* B’) = it: YJ t iP: Ò, je + Q, (31) +i Q; (7) 
Z 

J, (4, B) =i: a, ji Hi B, Ja HI, COH Q, (7) 

J (4, B) =i Ya ji Hi: 8, ja + [P, (©70)+0, CTO iP, (7) —1]. 
Porównywajac, dwie pary ostatnich związków z odpowiednimi poprze- 
dzajacymi, otrzymamy równości: 

F, CY 1)=—P, (370)+2 0, (377) 
E Cq'0+%C0=—P (+0 (7) 
i t..9, 
Równości zaś te nietrudno sprawdzić przy pomocy wzorów (35), 
(36) i nowych wzorów: 
P, (=P C3) (39) 
3 Q, (7)— —Q; CJ 
które otrzymujemy wprost z porównania zwiazków (37) i (38). 
Jeżeli zatem jeszcze zważymy, że 
F ()= 0, Q, (2) =0, (40) 


to możemy powiedzieć: Układ wzorów: (30), (35), (36), (39) i (40), 
służy do bezpośredniego stopniowego obliczenia spół- 
czynników podstawienia A) (29). 

Korzystajac z rozwinięcia podstawienia Æ na ułamek ciagły (26) 
i używając symbolu Legendrea, można łatwo otrzymać o wiele prostsze 
wyrażenia wielkości P, i Q,. 

W tym celu wprowadźmy następujące oznaczenia, 


y~ =m — 1 
n=k m, gs 1 
1/4 ian AE 1 
mz 
tak iż n. p. gó+R2 o REM 0] 
. yo+ Yn—: (SE p Yn ELS 1 
mM, +O 
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Z przedstawienia tego wprost wynika, że wykładnik 
=y =n + pa M. 


Podstawiając te wyrażenia w równania (29) i kładac w nich następnie 
w =40, otrzymamy: 


P(S HRCA) =e — 5a.) + P($:)+sP;(7) 


a(r)i) ird (77) +10() 


Wprowadźmy jeszcze symbol Legendrea 


(= 


z tym zastrzeżeniem, że gdy u. jest liczba parzysta, to 


(4)=0. 


Wówczas można, jak nietrudno sprawdzić, każda potęgę i": > osadą 


za pomoca wzoru: 
n- (EP) 
Podstawiajac to wyrażenie w równaniach (41) mieć będziemy: 
p% )- (iE Ha EL + B(w) 
DEEG) a) 


Jeżeli w te równania wprowadzimy zamiast n, kolejno n, n—1,....2, 1, 
mieć będziemy : 


p(3)- (BEZ) (6 Je Ef) 
BRE Hea) et akaa 


(E GnG) 


(41 
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nakoniec 


EPG) 
skad 


Beye Er Hiat Je [Cz + CZ]. (43) 


Podobnie postępujac z drugiem równaniem (42), otrzymamy: 


oG- Eeti EF: a3”) 


Wzory te znacznie się jeszcze upraszczają, jeżeli mianowniki m,, 
ułamka ciagłego 26) sa liczbami nieparzystemi. Wówczas bowiem tak- 


że u, sa liczbami nieparzystemi, a więc według umowy (-E7)2o, wzo- 
ry (48) redukują się do: 


B(Ę)-)2- (5) 
(5). (6) 


ROZDZIAŁ III. 
Funkcye gatunku 3-go. 
8 B 


W rozdziale tym zajmiemy się pewnemi funkcyami przestępnemi, 
które przedstawimy przy pomocy rozwiązań równań różniczkowych 


1) Ostatnia ta równość nie wynika wprawdzie z (42), lecz łatwo ją otrzymamy 
uciekając się do wzorów (29) i podstawiając w nich a= 1, B=% =m, =m, Y=0, Ż=y,=1. 
Otrzymamy mianowicie równości: 


J (© +a) = iho j, (w) + io ao Ją (w) 
Ją (W 29) = ito Ję (w). 
Podstawiając w nich w=ż0 i pamiętając, że j,(0)=1, j,(0)=— i, otrzymamy 


-CHE 
a()-(5) 
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rzędu 2-go, na wzór całek Abelowych gatunku trzeciego. Jak wiado- 
mo, te ostatnie funkcye zależa od pary lub raczej od dwu par zmien- 
nych niezależnych: ©, y; 6, 7, z których jedna para nosi nazwę arg u- 
mentów, pozostała nazwę parametrów. Całki te tem się odznaczają, 
że posiadaja punkty logarytmiczne i pozostaja niezmiennemi przy wza- 
jemnej „przemianie argumentów i parametrów“. 

Odkrycia tej ostatniej, ważnej własności dla całki eliptycznej ga- 
tunku trzeciego dokonał Legendre. 

Wychodzae z równań jednorodnych rzędu 2-go i wyższych uogól- 
nił tę własność Abel ') także dla wyższych funkcyi przestępnych; re- 
zultaty zaś Abela podał Jacobi w rozprawie: „Uber die Vertauschung 
von Parameter und Argument bei der dritten Gattung der Abelschen 
und hóhern Transcendenten* *) w formie bardzo uproszczonej. 


Przy pewnych założeniach prowadza *), jak zobaczymy, równania 
różniczkowe rzędu pierwszego do całek gatunku trzeciego algebraicz- 
nych, a mianowicie hypereliptycznych. F'unkcye te stanowiły przedmiot 
licznych i doniosłych badań (n. p. Weierstrassa, Kleina i innych) a twier- 
dzenie „o przemianie parametrów i argumentów“ występowało w rozmai- 
tych formach. Lecz dopiero Klein *) ujał powyższe funkcye w formę 
prosta całki podwójnej, z której naprzód owo twierdzenie o przemianie 
parametrów i argumentów bezpośrednio można odczytać; powtóre całka 
hypereliptyczna posiada w tym kształcie własność niezmiennika wzglę- 
dem podstawień liniowych wykonywanych na zmiennych niezależnych; 
a nareszcie, badanie własności takiej całki w oddzielnych punktach 
i przy zmianie zmiennych jest stosunkowo bardzo proste. 


Natomiast niewiele zajmowano się od czasów Jacobiego funkcyami 
analogicznemi należacemi do równań rzędów wyższych. O ile mi wia- 
domo, istnieja tylko dwie prace odnoszace się do tego przedmiotu, mia- 
nowicie praca Fuchsa, w której autor zajmuje się pewnymi zwiazkami 


1) Abel: Sur une propriété remarquable d'une classe tres étendue de fonctions 
transcendantes (OQuevres compl., Christiania, 1881; t. II; IX). Extension de la theorie 
prócćdante; X (tamże). 

2) Journal Crella t. 32, str. 185 i nast. 

3) Na tę okoliczność zwrócił uwagę już Jacobi w przyt. rozpr. str. 189. 

4) Klein: Ueber hyperelliptische Sigmafunctionen; Math. Ann. Bd. 27; p. 443 
i nast.; Bd. 32 p. 352. Zob. także Burkhardt. Beitraege zur Theorie der hyper. Sigma- 
funet. p. 382—400. 
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dwuliniowymi między całkami równań ') i praca Frobeniusa*) w tomie 
78-ym dziennika Urelle'a. W tej rozprawie przedstawia Frobenius re- 
zultaty Abela i Jacobiego przy pomocy rozwiazań pewnych równań ró- 
żniczkowych zwyczajnych liniowych i niejednorodnych. > 

Wspomnieliśmy tu o dwóch ostatnich pracach, aby zaznaczyć ich 
charakter, choć obecnie niewiele z nich korzystać będziemy ; natomiast 
oprzemy nasze rozumowanie na pracach Jacobiego i Kleina poprzednio 
wzmiankowanych. 


$. 2. 


Wraz z Jaeobim weżmiemy na uwagę pary równań różniezko- 
wych, zwanych równaniami sprzężonemi (equ. adjointes; adjungirte 
Difigl.). 

Jeżeli ogólnie przez 


A.(y)=4,y+4,y +4,y'+ ... HAY” =0 (1) 
oznaczymy równanie różniczkowe rzędu m-go, to równanie sprzężone 
mieć będzie kształt : 

B,(Y)=B, YB, Y+-B,Y"+-...,-B„Y'"=0 (2) 

=— A, YHA YY —(4,Y)'+...(—1)"*' (An V)”=0, 
tak, iż 
B=—4+4, — 4," +... 
B, =4A, —24,+34,'+... 
PE PAC. ACE (3) 


B, =(— D" A, j 


Jeżeli całki równania (1) tworzące układ zasadniczy nazwiemy Yy,, 4 e5- Ym 
to główna własność równania sprzężonego polega na tem, że jego 
całki zasadnicze Y,, Y,... Y,„ czynią zadość: 


1) Fuchs: Ueber Relationen, welche für die zwischen je zwei singuliiren Pun- 
kten erstreckten Integrale der Lösungen linearer Differentialgl. stattfinden. Crelle's Jour. 
Bd. 76, str. 177 i nast. 

2) Frobenius: Uber die Vertauschung von Arg. und Par. in den Integr. der lin. 
Difigl. Crelle's J. 78; p. 93—96: 


Rozprawy mat.-przyr T, XXV, 40 
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HE PORE AW. ZANE ESA ej PAK U 


M WOM ka WK i no i 


kg —2) PET YT? ys? O H yA 


DRE: Y, Ys PYŁ Ym 1 ` 
. . | 
Yı Ys sez ie Ym—1 | 
YS yD RS yea | 


geometrycznie znaczy to: jeżeli y,, Ys- - . Ym przedstawiaja spółrzędne 
jednorodne punktu linii krzywej w przestrzeni (m— 1) wymiarowej, to 
Y., Y,,..., Yn przedstawiaja spółrzędne płaszczyzny ściśle stycznej 
do tejże krzywej. 

Zachowanie się całek Y,, Y,,.. Y,„ rozważał szczegółowiej Fuchs 
w wyżej przytoczonej pracy '). Okazało się mianowicie, że: 

a) jeżeli równanie (1) należy do równań klasy Fuchsa (por. $. 1 
Rozd. I), a więc 4, sa pewnymi wielomianami całkowitymi, to również 
równanie sprzężone do tejże klasy należy; nadto 

b) równanie sprzężone posiada też same punkty osobliwe, co ró- 
wnanie dane; oraz 

c) jeżeli przez k oznaczymy wykładnik punktu osobliwego w od- 
ległości skończonej równania (1), to /=— 1—k jest wykładnikiem nale- 
żacym do punktu osobliwego równania sprzężonego. W punkcie zaś 
g=oo wykładnikowi k odpowiada wykładnik l =m (n — 1 —k+1, 
gdzie n oznacza ilość punktów osobliwych w odległości skończonej. 

Stosujac te twierdzenia do równań rzędu 1-go i 2-go (do których 
się nadal ograniczymy), wprost wniesiemy, że: całki równania sprzężo- 
nego różnią się tylko czynnikiem spólnym K od całek równania danego. 

Dla równań rzędu 1-go obliczymy bez trudności: 


K=4,, a więę YI = dy. 
Aby zaś znaleźć czynnik K dla równań rzędu 2 go: 
Y, =Ky., Y, = — Ky, 
zważymy, że wykładnikami równania sprzężonego (2) w pukcie /, są: 
l =—1— ki, k =- 1—k;'; 
jeżeli nadto przyjmiemy, że punkt z=œo0 jest dla równania (1) punktem 
zwyczajnym ,[eo, jak widzieliśmy (w $. 1, R. T), nie jest istotnem ogra- 


1) Por. Crelles Jour. T. 6 str. 183 i nast. 
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s 


niczeniem ], t. j. jeżeli przyjmiemy k = 0, k” = 1, to według po- 
wyższego: 
V = 2 (n—1) +4 1, l ' =2(n—]). 
Stad więc wynika, że funkcya K powinna w okolicy każdego 


; ; EAT —k'— k" 
z punktów osobliwych e, zachowywać się jak (z — e) i a W o- 


f ; 1 z TA ; ; 
kolicy z=» jak (>) . Zważajac jeszcze na to, iż zgodnie z po- 


wyższemi założeniami jest >. (k; + k;)=n — 2 (por. równ. 8 Rozd.l), 
łatwo dostrzedz, że tym warunkom czyni zadość iloczyn: 


fw SĘ, [23 > gabi AA 
Kalej. (4) 

Na szczególna uwagę zasługują równania (1) same z soba sprzę- 
żone; dla takich równań jest według (3) 

B, = (od A,. (5) 

Rozważmy teraz po kolei równania rzędu l-go i 2go. 

Z warunku (5) wynika, że równania rzędu 1-go są same z soba 
sprzężone, jeżeli 


A; 
A= 9 
tak, iż mają kształt: 
AY + z Ay=0. (6) 
Całką tego równania jest: 
1 
VA, 


Stad się okazuje, że, jeżeli Æ, jest wielomianem stopnia niepa- 
rzystego, to także punkt z = œo jest dla funkcyi y punktem osobliwym, 
a mianowicie punktem rozgałęzienia. Nie naruszymy więe ogólności, je- 
żeli przyjmiemy nadal, że taki punkt znajduje się w odległości skoń- 
czonej '), t. j. jeżeli założymy, że wielomian 4, jest stopnia parzystego: 

A, =f,„ (2) =a,+-4,2 +a,2*” + ... + aż". (8) 


1) Punkt taki przenieść można z odległości nieskończonej do punktu dowolnego 


Ae az + b 
zapomocą podstawienia z = Asp. (por. $. 1. Rozd. T). 
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Nader prostą postać równania (6) otrzymamy, wprowadzajac 


A i i BA: kt 
zamiast z zmienne jednorodne 2,, 2%, (2 = >) i podstawiając wsku- 


Z 
tek tego zamiast A, i y formy wymiarów odpowiednio 2n-go i (—n)go- 
(8') Pen (24; 24)52%" Jm(2); Y-1(2, 4) = 2%" y (2). 


Jakoż, korzystajac z twierdzenia Eulera 


DQ Aa AOS 
"pci Dz, Za = Pn) 


mieć będziemy : 


A, = a z, + ah 2): Ures Tra E> ited; 
tak, że równanie (6) same z sobą sprzężone przybierze kształt: 
07 Bo, T =-0; 
Oz, Oz, 
Dy» IYn | 
92, 0% | 


używając symbolu znanego w teoryi niezmienników '), a oznaczającego 
pierwsze sprowadzenie formy jednej na druga ( Uberschiebung 
e. F.a. e. a.) możemy to równanie napisać jeszcze w postaci: *) 


(6) (9m; Y-a) = 0. 


Z równości (5) wynika, że równanie rzędu 2-go jest same z soba 
sprzężone, jeżeli Á, = 4,, tak, iż to równanie ma kształt: 


(9) A, y" +A, y + Ay =0. 
Wówczas spółczynnik p równania (7) (Rozd. I) ma postać: 


CI-kk SĘ 2 
z p: > Z—Ć: 
a więc równanie jest same z soba sprzężone, jeżeli dla każdego punktu 
osobliwego e, : 


kk+k, =—1. 


1) Por. Clebsch: Biniire Formen str. 99. 

2?) Kształt ten równania samego z sobą sprzężonego, rzędu 1-go i wyższych 
otrzymał, o ile mi wiadomo, pierwszy Hirsch w rozprawie inauguralnej: Zur Theorie 
der linearen Differentialgleichung., Królewiec 1892. 
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Twierdzimy dalej, że przy danych różnicach wykładników 
k; — k; = 
zawsze można znaleźć równanie same z sobą sprzężone. Jakoż, zważ- 
my, że jeżeli w jakiemkolwiek równaniu danem (7, R.I) podstawimy : 
1+k,+k;' 
9 , 
y= Y II (z—e;) 


to równanie nowo otrzymane posiadać będzie w punktach osobliwych 
wykładniki 


e aa ET 

" 2 

E o Aa e: 

| 2 
których suma: 4+4  —1 C.b.d.o. 


Nadto, z uwagi, że w równaniu danem (7, R. I) punkt z = 
jest punktem zwyczajnym, t. j. posiada wykładniki 0, 1, wynika, żę 
równanie z soba samem sprzężone, z danego onie. mieć będzie 


w tym punkcie wykładniki: 
L =n, 


tak, iż to równanie (por. rów. 6, Rozd. I) mieć będzie kształt: 


r i=n lh £ BA 
y +2 ) z zę y + spór (e,—e,) ... (e.—e,) + n(n—1l)2**— (9) 
— (n — 1 n = 2 e; +42 Sh Bz"- s N Z= 
(n—1)( a TANE > Je ; maT 


Tego wyszczególniania punktu z = œ możemy uniknać, jeżeli, po- 
dobnie jak w poprzedzajacym przypadku, wprowadzimy zamiast z zmienne 
jednorodne: z = ‘i i całki y,, y, uważać będziemy jako formy wy- 

; i 
miaru ( — n + 1)-go: Y-ap (2,, 2,)=z;"t'y(2). Widoczna bowiem, że 
wówczas wykładniki punktu z = o (czyli z, =0) redukuja się do liczb 
O, I, tak, iż w istocie punkt z, =0 przybiera charakter punktu zwy- 
czajnego. Aby znaleźć kształt tego równania, (posiadajacego teraz tylko 
n punktów osobliwych e,) podstawmy w (9) obok: 


Y =23'y-„+, wyrażenia : 
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(10) 
A, Rr Ja (2)° = fon (2) nn a, R A, -+- ... + Qn z” "= E n Qon (2, b] 2,) >) 
A *9— (2) F6 1:6 2 + + > Om. 
Nadto zważmy, że według (9) jest c„_„.=n(n — 1)a,, Con- = 


(n — 1I)(n — 2)a,,..; możemy więc spółezynnik Æ, przedstawić także 
w postaci : 


Ri 
A, = SQT ; SRA -- hy (2), gdzie hei (3) = b,+ b,z+ bz? iji À 4. 
ants 
(10) + 0,27" = nni Wa (2, A 2r) 5 


Postępujac podobnie jak przy równaniach rzędu 1-go, otrzymamy 

równanie same z soba sprzężone w kształcie 
Reż Dy 039 Iy 0*ę Iy 
ERCE Oz, Iz, Az, Iz; Oz; Oz: 


|+w= O, 


albo — używając symbolu ( ), oznaczającego drugie sprowadzenie 
(Uberschiebung) formy jednej na inna — w kształcie- 


(97) (Pan , | ABA + Um_1 Yon+1 = 0. 


Na tych równaniach (6) i (9) oprzemy budowę wspomnianej 
w $. 1-ym funkeyi. Zaznaczamy jeszcze, że będziemy używali przeważnie 
formy niejednorodnej, otrzymane zaś rezultaty nietrudno nam będzie 
przedstawić w formie jednorodnej. 


8.3. 


Na stronie 190 i nast. tomu 32 dziennika Crelle'a rozważa Jacobi 
funkcyę dwu zmiennych 2, £ całkowita, utworzona przy pomocy spół- 
czynników równania (1) w sposób następujacy . 

Umówmy się, aby nadal wszystkie zachodzace w przyszłości funk- 
cye zmiennej 2 oznaczać literami greckiemi, kiedy w nich zamiast z 
podstawimy 4. Wówczas funkcya Jacobiego przedstawi się za pomoca 
wyrażenia : 


(11) ka: sa Aj CZ £— 
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albo : 
A+ B A, —B. A,+ B 
J= L A, 1 . raj AREA > r; . Ba Ixi ... i 
aa a A A E (11) 


Dla równania z soba samem sprzężonego jest, jak wiadomo, 
B,=+4,, a więc w tym przypadku jest funkcya U symetrycznie zbu- 
dowana względem z i £ niezmieniająca albo zmieniająca swój znak przy 
przemianie zmiennych z i (. Korzystając z rozmaitych rozkładów (11) 
funkeyi U, otrzymamy pewne tożsamości, które tu stanowić dla nas 
będa punkt wyjścia. 


8 å. 


Poczniemy rzecz od równań rzędu 1-go, gdyż postępowanie , któ- 
rego tutaj użyjemy z małemi zmianami, stosować się będzie wprost do 
równań rzędu 2-go. 

Ponieważ dla równania rzędu 1-go według $. 2-go jest 

A, _ fal) 


A, = = n pE” E., 


2 2 
funkeya więc U (11) ma postać: 


1 c A+A; AA Eye 
T 1 1 t 1 y m tn. 
l = Zz E a (2 5 = ki ę Cmn Z 6 (12) 


W celu obliczenia spółczynników €m, najprościej jest użyć wyra- 
żenia (11); mianowicie zaś zważając na wyrażenie (8) otrzymamy : 


a lm Z ny s 2+a, 2°+ R (327+2" ©) +-...+ u | (2n— 3)2"* + 
+ (2n—5) 2" 6 + A + 04, | 0-2 am + (n= AEE | | -- 

= = 6+a,0*+ z (X + Ee + ... + - | (2n— 3) e n 

+ (2n-5G"" z +... + a" [0-29 te"Hn-2)Q" "Z + E | | Ś 


Oznaczając wyrażenie w pierwszym nawiasie, zawierające skład- 
niki Cm, 2” C", gdzie m Z n, przez M [a więc według umowy wyra- 
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żenie w nawiasie drugim przez M] mieć będziemy zamiast (12) toż- 
saMOoŚĆ : 
A+A, AA, 


1 
PIE O ada 


czyli tożsamość 


A, +- A, e0 + Me-0'= 4, +$ 4,((—25)+M(—2)* (13) 


Z tożsamości tej wynika, że wyrażenie stojace n. p. po lewej 
stronie znaku równości nie zmienia się wskutek przemiany z sobą zmien- 
nych z, £, t. j. że przedstawia funkcyę tych zmiennych symetryczna; 
oznaczmy ją dla krótkości przez V (z, Q). Nazwijmy dalej Fot, (2, , 2, ; Ci Qe) 


n-ta biegunowa formy (por. 8'): Qan (2,, 2,) = 2?" f,„(%); mianowicie: 


SA 0” BL 
F . E PEE E E EON A JE, poż: f PE 
(14) (20 1) 2n.(2n— 1) ... GII BEA KMAT M, Dz; "Oz, ar 
n(n=—1) 3% + 

12. 9247 * 02, KRÓJ | , 
albo w kształcie niejednorodnym: 
(14) F(z, C) = a + a (2+5) + a | (n—1e*+2n zt + (n— ne | + 

a ZDP 2(2n— 1) 


ROM. RUR 
2.2.(2n— 1) 


i rozważmy różnicę: 


ca | 22" + 3nz? £ + Snzt” + (n — 2) e | POW 
V (z, ©) — F(z, C 


Ponieważ tak V jak i F sa funkcyami symetrycznemi, więc także 
ich różnica jest funkcya symetryczna. Dalej zważmy, że na mocy (13) 
jest dla z=%, V._y=A,, a według (14) F_ry=A,, tak, iż 


[V— Flg =0. 


Nadto nietrudno okazać, że także: 


>. | v-r], SĄ 


Stad wynika, że różnica V—F' jest podzielna przez (2— Ż)”, tak, iż 


(15) Y (e, ©) = Fie, ©) +(2—6)' Wła, $), 


www.rcin.org.pl 


Ò CAŁKACH ROZWIĄZAŃ. 321 
gdzie W tz, 4) jest również funkcya symetryczna : 


> —2 
We b= — |3,0m=7 + zu(m=j SGO + (6) 


(n—2)(n — 3) 


+t 2.3.(%m— 1(łn-3) 


(2*+z4+0) +... | 


Mnożac wyrażenie (15) przez 
a ŚL 
(2. RO" 
i eałkujae między krańcami x, y; 5, ņ, otrzymamy funkeyę: 


r 


a dzd e dz d% 
P(z,y; 6 n) = | jire ares £ = rze Q Epi (17) 


ŻE funkcya więc P przedstawia całkę hyperelip- 
Ve 

tyczna gatunku 3-go, należąca do powierzchni Riemanna hypereliptycz- 
nych (dwuliściowych), rodzaju p=n—1. Stad okazuje się również, że 
wyraz drugi po stronie prawej przedstawia sumę iloczynów  całek 
gatunku 1-go i 2-go, należacych do owej powierzchni; wyraz więc 
pierwszy po stronie prawej ma wszystkie cechy całki hypereliptycznej 
3-go gatunku. QOznaczająe go przez Q, otrzymamy kształt całki — 
różniący się tylko wyrazem 


Ponieważ y = 


| | „dz dt 
' (2 — 9). 
od kształtu podanego przez Kleina *) — mianowicie kształt: 
( dz 7: | 
Qa y; = | | yo Fl, z (18) 


Yy 


albo, używając EN E TA kształt : 


(e dz) G d) h 


ę( (x Y; $, 1) = | Y -n V— E(2,,2,3Q , AA) (z t)? 2 


Rt"vvT 


1!) W wyżej przywiedzionej pracy Mathem. Ann. tom XXVII, str. 443. 
Rozprawy mat.-przyr, T. XXV, 41 
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gdzie (zdz) = 2, dz, — 2% dz, , i t d., y_, V-a sa formami wy- 
miaru (—n)go. 

Z kształtów (17) i (18) wprost wynikają pierwsze dwie własności, 
o których wspomnieliśmy w §. 1-ym, t. j.: własność niezmieniania się 
funkcyi P i Q wskutek przemiany z soba argumentów i parametrów, 
oraz charakter niezmienny funkcyi (© względem podstawień liniowych, 
wykonywanych na 2 i £. 

Aby zaś zbadać zachowanie się funkcyi © w oddzielnych punk- 
tach (2,, £,) „przestrzeni (z, £)*, rozróżnimy następujące przypadki: 

a) Jeżeli wartość z, jest różna od (,, i tak 2, jak £, sa różne 
od e,, to rozwijajac funkcyę, stojąca we wzorze (17) pod znakami /, 
(nazwijmy ją X), według szeregu Taylora, mieć będziemy: 


iai FK) Gr); ] Soy; 
2% 44 


;-—£0 


X (z, () = X (2, © + | (2—2,) ( A 


Mnożac zaś to wyrażenie przez dz dý i całkujac, otrzymamy roz- 
winięcie na szereg: 


u F (2,, : 
wa s A= » (x —y)(&—n)+ [1—4, YJ” Zi; sms — Gb 


w którym nawias drugi oznacza szereg potęgowy argumentów w nim 
wyszczególnionych. A więc: 


funkcya Q zachowuje się w punkcie: z=2z Z(=f jak 
funkcya całkowita. 
b) Jeżeli z, =(, = a i a Ze, to jeszcze funkcya 
X, (2, Q =y. v F(e,t) 


pozwala się rozwinąć na szereg Taylora. W tym celu zważmy, że 


PSARY Y EBGSEO 41... RAW SIA A A! s rk CE 
WA O BARA ASRR * wina, 
a 

Fa = Jala), 
Laa _[3F]_ 1 
(19) > | Ę | a l0, 


| 
Kal- el- aro, 
] AN a., 


ES 
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Uwzględniajac te wyrażenia, otrzymamy : 


w [2%|.- 551- 
= ARG RAPA an dE U, 


2. 15? 
tak, iż: 
, s 2 ae 2 
X, (2, Ç) =1— E EnaA (2—0) + :-:; 
stąd 
(© — Sly —7) _ nff' — (2n— 1)f* sę 
+88 (© — ny — 5) 2.2n—1.f* EE A CE 


A więc: funkcya Q zachowuje się w okolicy punktu 
2, =% =a2 e, jak logarytm stosunku podwójnego podziału 
różnie między argumentami i oz Ek 

c) Jeżeli jedna ze zmiennych, n. p. £, robi obieg około punktu 
osobliwego e,, to tylko u zmienia swój znak i nie baczae na stała cał- 
kowania, mieć będziemy : 
3 a-y) | nff'—(2n-1ps, a 
Q= — log SRA: Ea REY e a NAM Ear A E a + ::: 


d) Wielkiej wagi jest nakoniec badanie funkcyi 4 pod wzgledem 
zachowania się jej przy obiegach zmiennych z, y; Ź, 4 po drogach 
zamkniętych, — na powierzchni Riemanna wyżej wspomnianej , — nieda- 
jacych się ściagnąć do jednego punktu. Do tego celu służy, jak wia- 
domo, rozkład Kleina !) fankcyi Q. Taki rozkład łatwo otrzymamy, wy- 
chodząc z tunkcyi P. Podstawiajac w niej mianowicie zamiast V, lewa 
stronę równania (13) i uwzględniajac, że 


1 u 
A= 3) A,=— 2-5, 
otrzymamy wyrażenie 
ə 
Ea ra = 9 JACH 


z uwagi zaś, że V jest funkcya symetryczna zmiennych z i £, bez- 
pośrednio wynika inne jej wyrażenie: 
0 1 
= m y M. 
3 y e) | 


1) Klein. Burkhardt 1. e. 
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Jeżeli więc jeszcze nazwiemy 
M— W (z, t()=Łd, Z C, 
gdzie W przedstawia funkcyę (16) i odpowiednio 
M—W (z,$)=Łd,t'2*, 
to otrzymamy żadane rozkłady funkeyi Q: 


(21) Q= 1 | ydz +Ł STA z'y de. | C*udt 
u J z—ť 
i 
1 ( vdź | \ 
á = — Paa 2 * '& k 
(21). Q $ | R +E, E, dau | Cu dE. | z*ydz, 


z których pierwszy służy do badania funkcyi Q przy obiegach zmien- 
nej Ç, drugi przy obiegach zmiennej z, 


$. 5. 


Dla równania rzędu 2-go samego z soba sprzężonego (9) funkcya 
Jacobiego U (11) jest określona przez: 


(22) EA e a NE Z 0 


czyli 
f 4, —A A,+A' A,— À 
(22 a ESE E reki . 2 ka: Mb. M 
rk 2—6 (2—0)* (2—0)' 
Z wyrażenia (22) okazuje się, że funkcya U jest całkowita i symetry- 
czna. Rozdzielmy ja na dwa składniki Mi M: 
(23) U=XL, Z, c. 2” t* = M--M, 


takie, że n. p. M zawiera wyrazy 2" ¢", w których mn: 


M= 3+2a, 2+-a, (323 220)+-3a, (22*+ 3220) +... — 


TĘ [ita z+ c, (2*+-7 z 0+0 (2*+2'0)+-c, (2 +2' 0-7 2? er) KE Bes | A 


gdzie a i c sa według (10) spółczynnikami wielomianów odpowiednio 

A, =f,„(2), 4, =g.,-„(2). Porównywajac z sobą wyrażenia (22) i (23), 

dojdziemy do tożsamości: 

(24) yV (2, © zę” A, +344, 2—0)+- TA, (z— 0%—4 M(2—4)*=4, +34; (0—2)-+ 
+3 4,(6—2)" — ; M (6—2)*. 
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Z równości tej wynika, że jej lewa strona, któraśmy oznaczyli przez 
V (2,6), przedstawia również funkcyę całkowita i symetryczna zmiennych 
zi (. Pierwsze dwa wyrazy tej funkcyi sa takież same jak pierw- 
sze dwa wyrazy funkcyi (13). Oznaczajac więc, podobnie jak po- 
przednio, n-ta biegunowa wielomianu 4, przez Fa ,, otrzymamy : 


V (z, Q=FR ,+(2—0)* W (2, 4), (25) 
gdzie W (a, 6) jest również funkcya całkowitą i symetryczna: 
2 A, Fe 
W (e, g= Stii C79 fe (4, —M (e) (20) 
Obliczając początkowe wyrazy tej funkcyi W i podstawiajac według (10) 
n—1 n=l n—1 
n SCA PACH (TTia THEN wax | 
b 3 noi 71% 1%» c, 9 Th +b, 0, 3, 9y_ 179% KURS 
otrzymamy: 


R —2) (n— A | (6) 


W (z, 6 = 4 18, + Ś (2+0+1, 2t- agy 19, gi e 


Jak widzimy, początkowe wyrazy w nawiasie przedstawiaja początkowe wy- 

razy (n—2)-giej biegunowej wielomianu h,,_, = b, +b,2+. . (por. 10). Zacho- 

dzi więc pytanie, czy przy pomocy tej biegunowej: F$,* nie da się fankeya 

W (z, () rozłożyć na dwa składniki, podobnie jak powyżej funkcya 

V (z, ©). Okażemy że tak jest w istocie. Jakoż nietrudno sprawdzić, 

że ułamek stojacy po prawej stronie równania (26) otrzymuje dla {=z 
I Fus n=l dA, 


wartość: — 4 pa a] a e a r e wskutek tego według (10) 
{=r 


x n—1 PAN 
[W (z, OJę--= = 4, zii PENET, Sal- LWP (2) 


Również łatwo jest na tej drodze okazać, że 
czyli 


Ponieważ zaś z drugiej strony zgodnie z (19) jest 
z OF]  , dhie) 
[E ia = he. (2), e 3 J=: 3 , 


więc rzeczywiście 
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(27) 


gdzie X (2,0) jest funkcyą całkowita symetryczna zmiennych 2,4. Pod- 
stawiajac to wyrażenie w równanie (25) otrzymamy ostatecznie : 


(25) V (e, Q=FE tre) Fao te X e N. 


W (2, Q=; F Gneo OHE I? X (2,9, 


4 (Rzn—4) 


Aby przejść do funkcyi całkowych analogicznych do całek P i Q) ustę- 
pu poprzedzającego, pomnożymy wyrażenie (25) przez 


SAB | hs 

c dz.dt (i, k=1, 2) 
gdzie y; sa rozwiązaniami równania (9) i scałkujemy je między krań- 
cami ©, Y; 5,7. Otrzymamy tym sposobem cztery funkcye: 


qi dzd 
(28) Palan 9-|| rareo Ea 


Opuszczając wreszcie we funkcyi P, wyraz ostatni 

JJ (6-0 Y: w X (2, ©) dz =E E cnn S2" yi dz. f Ç ud 
niezawierający punktów logarytmicznych, otrzymamy Aka Qik prost- 
szego kształtu, posiadajace też same charakterystyczne własności, co 
funkcye Px: 


7 „© Ki (n 1 n=e dz dý 
29) | Qaląw;:,= (hpn FRH eO RA oe 


Wprowadzając zmienne jednorodne możemy te funkcye przedsta- 


wié w kształcie: 
: s í z dz) (td 

29) Qey d finu FR Hen rge EAEN 
gdzie y, v są formami wymiaru (—n-+-1)-go. Z kształtu tego okazuje się 
bezpośrednio własność niezmienna funkeyi (, względem podstawień li- 
niowych wykonywanych na æ i & Lecz przy wzajemnej przemianie 
zmiennych x, y i č, ņ funkcye Qy, zmieniaja znak, funkcya zaś (, przy 
kZi przechodzi w —4,; również zachowanie się tych funkcyi w pun- 
kcie z=$ jest nie tak proste jak funkcyi Q ustępu 4-go. Obie te dal- 
sze własności posiada jednak funkcya Q=4Q,,—4,,: 


fS uy, —u d 
(30) t(z,y;€, || Fow Ti 29 FG „1 £ aj 


Jakoż niezmienność tej funkcyi przy wzajemnem przemienianiu argumen- 
tów i parametrów jest widoczna. Potrzeba więc tylko rozważyć zachowa- 
nie się jej w oddzielnych punktach (2,, £,) przestrzeni (z, ©). 
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Nazywajae dla krótkości funkcyę w nawiasie wzoru (30) przez 


X (z, Ż), otrzymamy: 
a) dla punktu 2z=2, Z% =%, Ze. 


i uf TAR 
l9; a ai e0’ X Jer e —y)(4—79)+ Szer. poteg. arg. 
(5—2,, Y—2,3 £—6 1—6)3 
b) dla punktu 2, =(,=a=e; rozwijajae funkcyę 
X, =(u,Y, —Uvy,) (Fw t2 (z—1)' Fa) 


na szereg Taylora, podstawiajac następnie 


+ [ 1 4 di 14 i . di , i 
YW —NMV1=q= a —NY |: Yh WY = (31) 
E a a L T 
ać ah itd., 
mnożąc przez z i całkując, otrzymamy: 
po EZdY MY) _ 1 [Znff'-(2n—1f'_ „h A 
0- edy 123l 200 27) IGŁ. 


c) Jeżeli jedna ze zmiennych wykonywa obieg około punktu osobli- 
wego e, to wartość Q przedstawiać będzie liniowe połaczenie wartości Qx. 
d) Aby wreszcie otrzymać rozkłady funkcyi Q,, i funkcyi Q, któreby 
nam służyły do badania zachowania się tychże funkcyi przy obiegach 
zmiennych 2, y, č, 4 po drogach zamkniętych na powierzchni Riemanna 
należącej do funkcyi y,, y,, zauważymy, że według (25') i (24) pozwala się 
X (0=FQ,+: C-O Fa» 
wyrazić przez 
X (2, 00=A, +4 A’, (2—00+3 A, (2—0*+N (z, 6) (2—1)', (82) 
gdzie N (2, ¢) jest funkcya całkowita: N=L, X„ 2" {", albo też przez 
X (2, ()=4, +3 A, (0—2)7+3 A, CEN (4 2) =z). (32) 
Otóż, jeżeli wyrażenie A, +4 A', (2—ť)+Ł+ A, (z—2)* pomnożymy przez 


Yi Ur 
(2—0)* 


i zamiast A,, A, podstawimy ich wartości (31), otrzymamy 


, 
U, PORA 


abea 2 A +1A' (2—t)+1 Ać UO e r4 (2—0 | 33 
ug. ota „(2 0+: A, (2 0°) 2 Ba (u, u,” Tou’) Yi ( ) 
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Postępujac zaś tak samo z wyrażeniem 


A+) 4, ((—2)+ 3 4; ((—2)?, 


mieć będziemy 


Y: 
ə 


' ; : (—2 (e 
38) A% (Ati A4 G-a Aata — | 3 u, 
FA (=R) 5 WTE P) 02 Yi Y YY 4 á 


Podstawiajac zaś nakoniec te wyrażenia (33), (83) w równości (82), (32') 
i następnie we wzory (29) otrzymamy żądane rozkłady funkcyi ©: 


Uk Y, 
IS DUB "REST 
(84) Q= | FS [BHR Z, em S2 yda Seod 
aaa A 
i odpowiednio 
W w 


, ERA 2-0 (2 dy =. Zm y. d a 
(W) Qasify SPRZ, dł — Dn Z, Cnn | C” v, dz. S 2* y, dz, 


przy pomocy których nietrudno również jest otrzymać rozkłady funk- 
cyi Q. Z tych więc rozkładów pierwszy służyć może do badania funk- 
cyi Q przy obiegach zmiennej č, drugi przy obiegach zmiennej z. 

Do tych wzmianek obecnie się ograniczam, zachowując sobie do 
innej sposobności bliższe badanie funkcyi Q. Zaznaczę tu tylko jeszcze, 
że nietrudno uogólnić powyższe rezultaty dla równań rzędów wyż- 
szych, oraz, że wychodząc z dopieroco przytoczonych rozkładów, otrzy- 
mać można wspomniane w $. 1-ym związki dwuliniowe Fuchsa. 


— ojofgeto — 
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